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摘 要

许多物理现象可以在数学上描述为受 曲率驱动的 自 由界面运动 ， 例如薄膜和泡沫的演变 、 晶

体生长 ， 等等 ． 这些薄膜和界面的运动常依赖于其表面 曲率 ， 从而可以用相应的 曲率流来描述 ， 其

相关 自 由界面问题的数值计算和误差分析一直是计算数学领域中 的难点 ． 参数化有限元法是 曲率

流的一类有效计算方法 ，
已经能够成功模拟一些 曲面在几类基本的 曲率流下的演化过程 ． 本文重

点讨论曲率流的参数化有限元逼近 ， 它的产生 、 发展和 当前的
一些挑战 ．
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１ 研究材料中 的 晶界演化

问题 ， 曲率流逐渐引起物理学家和数学家的广泛研究和关注 ． 人们发现许多物理现象皆可以

描述为受 曲率驱动的 自 由界面运动 ， 例如 晶体生长 Ｍ Ｕ
、 薄膜和泡沫的演变 ＠ １

、 带表面活件

剂的两相流体 ［

４ ３
１ 等 ． 这些薄膜或界面的运动过程常用依赖于其表面 曲率的能量泛函 的 ｉ

２

或

Ｆ
１

梯度流来描述 ， 被称为 曲率流 ， 其相关 自 由界面问题的数值计算和误差分析
一直是计算

数学中 的难点 ．

曲率流的参数化有限元逼近 （ｐａｒａｍｅｔ ｒ ｉ ｃｆｉｎ ｉ ｔ ｅｅ ｌ ｅｍｅｎｔａｐｐｒｏｘ ｉｍａ ｔ ｉｏｎ
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． 本节重点介绍平均 曲率流 、
Ｗ ｉ ｌ ｌｍｏｒ ｅ 流和表面扩散流的参数化有限元法 ， 以及相

应的演化有限元法 （
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） 的矩阵向量形式 （
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年 ， 后于 ２ ０ １ ６ 年加入香港理工大学工作至今 ． 主要研究领域为偏微分方程的数值计算方法 ， 包括 曲率流的数

值逼近和误差分析 、 非线性色散方程不光滑解的计算方法 、 不可压 Ｎａｖ ｉｅ ｒ Ｓｔｏｋｅｓ 方程 的数值分析 、 非线性

拋物方程的 范数误差估计 、 分数阶偏微分方程的高精度求解 、 热敏电阻方程的适定性和数值分析 ， 等等 ．

１ ． 参数化有限元法和演化有限元法
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１ ． １ ？ 平均 曲率流的参数化有限元法

平均 曲率流描述的是 曲面沿其法 向运动且速度大小等于其平均 曲率的
一

种 曲面演化过

程 ， 即

ｖ＝ Ｈｎ
， （

１ ． １
）

其中 《 表示 曲面的运动速度 ，

Ｆ 表示 曲面的平均 曲率 ，

ｎ 表示 曲面的单位外法 向量 ． 数学家

对平均 曲率流的研究可以追溯到 Ｋ ．Ａ ．Ｂ ｒａｋｋｅ 和 Ｇ ．Ｈｕ ｉｓｋｅｎ 在 １ ９ ７８ 年和 １ ９ ８４ 年的开创性：

工作 ［

１ ２
，

２ ９
１

． 几何学家 Ｂ ．Ｗｈ ｉ ｔｅ 曾在他 ２００２ 年的综述论文
［

４２
］
中 写道 ：

“

有许多几何演化

过程可以使 曲面运动和演变 ， 但平均 曲率流是其中最 自 然的演化过程 ．

”

利用 曲面上的恒等式

Ｆｎ
＝ Ａ ｒ ｉｄ

， 其中 Ａ ｒ 表示 曲面 ｒ 上的 Ｌ ａｐ ｌａｃｅ Ｂ ｅ ｌ ｔ ｒａｍ ｉ 算子 ，

ｉｄ
（

ａ ：

）
ｅ ｘ 表示空间 Ｒ

３

上的

恒等函数 ， 曲面在平均 曲率流下的演化过程可以 由 以下几何演化方程描述 ：

１

５
ｔ
Ｘ＝

 （

Ａ
ｒ

［

ｘ
］

ｉｄ
）

ｏ Ｘｙ Ｇ ｒ
〇

，ｔ ｅ
［

０
，

Ｔ
］ ，

 （

１ ２
）

＼
ｘ

（ ｙ ，

０
）
＝

ｙ ｙＧｒ 〇
，

其中 ｘ
（ ｙ ，

ｔ
） 代表初始 曲面 ｒ

〇 上点 ｙ 在 ｉ 时刻运动到的位置 ，

ｒ
［

ｘ
］
＝ｒ

［

ｘ
（

－

，

ｔ
） ］
表示 由 ｉ 时

刻的位置函数 所确定的 曲面 ， （

Ａ
ｒ

［

ｘ
］

ｉｄ
）表示 曲面 ｒ

［

ｘ
］

上的 函数 Ａ
ｒ

［

ｘ
］

ｉｄ 与映射

ｘ ：ｒ
〇４ｒ

［

ｘ
］
的复合 ．

ｇ ．Ｄ ｚ ｉｕｋ 在 １＂ １ 年的文章 ［

Ｉ ７
］ 中提出 了可以使用有限元法逼近 曲面 ｒ

（

ｔｍ
）
＝ｒ

［

ｘ
（

．

，

ｔｍ
） ］

在 曲面 ｒｕ 
＝

ｎｘｗｎ ） ］

上的参数化表示

该方法假设 ｒ
（

ｔｍ ｉ
）
已经 由

一

个分片三角形 曲面 ｒ
＾ｒ

１

近似 ， 然后求解
一

个 ｒ
＾Ｔ

１

上的分片

线性：函数 ＜
： ｒｒ

１

４Ｒ
３

令其作为新 曲面 ＩＴ 的参数化表示 ， 即 ＩＴ
＝如果用

ＳＵ ＩＴ 屮 表示分片三角形 曲面 ＩＴ
１

上的所有分片线性：映射 外 ： ＩＴ
１

一Ｒ
３

组成的有限

元空间 ， 则需要求解 ４
ｅ＾

（

ｒ
ｊｒ

１

）

３

使其满足 以下弱形式 ：

／冗＾ ， ＋
，ｖ

ｒ
ｍｄ，

＝
〇Ｇ＾

（

ｒ
？ １

）

３

． （

ｉ ． ３
）

＾／ ｐ
ｍ  １ ７ ｊ Ｔ

＇
ｒｒＬ ＾ ＾ ^

ｈ ｈ

这种利用有限元计算未知 曲面在 已知 曲面上参数化表示的方法被称为参数化有限元法 ． 该方

法 自 １ ９ ９ １ 年被提出后在几何 曲率流的数值计算领域产生了重要影响和发風 已经逐渐被人们

用于计算许多其他的几何曲率流 ， 包括 Ｗ ｉ ｌ ｌｍｏｒｅ 流 、
Ｈｅ ｌ ｆｒ ｉ ｃｈ 流 、 表面扩散流 （

ｓｕｒ ｆａｃ ｅｄ ｉｆｆｕｓ ｉｏｎ

ｆｌｏｗ
） 等 ， 以及这些 曲率流的相关应用 问题 ； 参见 ［

４４
］

．

１ ． ２ ．Ｗ ｉ ｌ ｌｍｏｒｅ 流和表面扩散流

Ｗ ｉ ｌ ｌｍｏｒｅ 流是另
一类最基本的 曲率流 ， 仑是 曲面的弹性：弯 曲能量 丑

［

ｒ
］
＝

／Ｆ 讲
２

（乂称为

Ｗ ｉ ｌ ｌｍｏｒｅ 會ｇ量 ） 关于 曲面 Ｆ 变分的 ｉ
２

梯度流 ， 在囊泡形变 ［

９

、 生物膜 剛 和双层类 月旨
則 等

许多 问题中有重要应用 ． 通过对弹性：弯 曲能量变分可以推出 Ｗ ｉ ｌ ｌｍｏｒｅ 流下 曲面的运动速度为

ｖ＝
 ［

Ａ ｒＨ＋ Ｈ
（ ＾
Ｈ

２


２Ｋ
） ］

ｎ
， （

１ ． ４
）
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其中 Ｋ 表示 曲面上的 Ｇ ａｕｓｓ ｉ ａｎ 曲率 ． 如果用 Ｍ 和 ＾ 表示 曲面上的两个主方向 的 曲率 ， 则平

均 曲率和 Ｇａｕｓｓ ｉ ａｎ 曲率可以分别表示为 丑 ＝

？ 十 耐 和 瓦 ＝ Ｈｅ ｌ ｆｒ ｉ ｃｈ 流与 Ｗ ｉ ｌ ｌｍｏｒ ｅ

流类似 ， 是 Ｈｅ ｌ ｆｒ ｉｃｈ 能量 丑
［

ｒ
］

＝

弁 莒
）

２

 （其中 莒 为某个常数 ） 在约束条件

ｊ＝
０ （面积守恒 ） 和

ｊ

ｍ 
＝

０ （环绕体积守恒 ） （

１ ． ５
）

下关于 曲面 ｒ 变分的 Ｌ
２

梯度流 ， 其运动速度为

ｖ ＝
 ［

Ａ ｒＨ ＋
（

Ｈ Ｈ
） （ ＾
Ｈ

２


２Ｋ
）
＋ ＸＡＨ ＋Ｘｖ

］

ｎ
， （

１ ． ６
）

其中 Ａａ⑴ 和 ⑴ 是为满足面积守恒和环绕体积守恒所引入的 Ｌ ａｇｒａｎｇｅ 乘子 （在空间上为

常数 ） ， 仑们可以通过将以上速度表达式代入约束条件 （

１ ． ５
） 中确定 ．

表面扩散流最初由 Ｍｕ ｌ ｌ ｉｎｓ
Ｗ 提出模拟界面中 的物质扩散产生的晶界演化 问题 ， 后来被

证明是描述界面运动的 Ｃ ａｈｎ Ｈ ｉ ｌ ｌ ｉ ａｒｄ 相场方程解的零水平集在界面厚度参数 ｅ 趋于零时的

极限 ； 参见 ［

１ ３
］

． 表面扩散流可以看作 曲面的面积泛函 ｒ

＝

１ １ 关于 曲面 ｒ 变分的 Ｆ
１

梯

度流 ， 其 曲面运动速度为

ｖ＝
 （

Ａ ｒＨ
）

ｎ ． （

１ ． ７
）

该 曲率流在表面积递减的 同时可以保持 曲面所环绕的体积守恒 ， 即

ｔ
２
＞ ｈ与 ｒ

［

ｘ
（

．

，

ｔ
２

） ］ 引 

１＾ （

．

七 ） ］ 并且 叫Ｘ （

．

，

ｔ
２

） ］ 
＝

叫１ （

．

七 ） ］ ， （

１ ． ８
）

其中 叫ｘ （

．

，

ｔ
） ］
表示 ｔ 时刻二维 曲面 ｒ

［

ｘ
（

．

，

ｔ
） ］
所环绕的三维Ｋ域 ．

由 以上速度表达式 （

１ ． ４
） ， （

１ ． ６
） 和 （

１ ． ７
） 可以看出 ，

Ｗ ｉ ｌ ｌｍｏｒｅ 流 、
Ｈｅ ｌ ｆｒｉｃｈ 流和表面扩散流

皆是四阶 曲率流 （因为 ＝ Ａ ｒ ｉｄ１ 依赖于 曲面位置的二阶偏导数 ）
且具有相同 的最髙阶

导数项 Ａ ｒＦ
， 从而在

一

定程度上可以设计类似的计算方法求解这几类 问题 ．

Ｒ ．Ｅ ．Ｒｕｓｕ
＿ 和 Ｇ ．Ｄ ｚ ｉｕｋ

＿ 分别于 ２００５ 年和 ２００ ８ 年基于 Ｗ ｉ ｌ ｌｍｏｒｅ 流不同形式的等

价方程提出 了相应的混合参数化有限元法 ， 其中 Ｒ ．Ｅ ．Ｒｕｓｕ 的方法是基于 Ｗ ｉ ｌ ｌｍｏｒｅ 流的以

下等价方程 ：

ｄ
ｔ
Ｘ〇Ｘ

１


Ａ
ｐ

ｊ

Ｘ
］

ｉｄ＋ ２Ｖ ｒ
［

ｘ
］

？

 （

Ｖ ｒ
［

ｘ
］

＾
ｒ

［

ｘ
］

ｉｄ
？

ｎ
）

ｎ
 Ｖ ｒ

［

ｘ
］

？ ＾
ｒ

［

ｘ
］

ｉｄ
Ｖ ｒ

［

ｘ
］

ｉｄ

ｊ

＝ 〇
，

（

１ ． ９
）

而 Ｇ ．Ｄ ｚ ｉｕｋ 采用 的方程是

／ ｛

ｄ
ｔ
Ｘ〇 Ｘ

１

）

■

 ｃ

ｐ
／Ｖ ｒ

［

ｘ
］ 

Ａ
ｒ

［

ｘ
］

ｉｄ ：Ｖ ｒ
［

ｘ
］

＾
＋／Ｖ ｒ

［

ｘ
］

Ａ
ｒ

［

ｘ
］

ｉｄ ： 〇ｒ
［

ｘ
］

（ ＾ ）

Ｖ ｒ
［

ｘ
］

ｉｄ

Ｊ ｒ
［

ｘ
］ Ｊ ｆ

［

ｘ
］ Ｊ ｆ

［

ｘ
］

［
Ｖ

ｒ
［

ｘ
］

？

Ａ
ｒ

［

Ｘ
］

ｉｄＶ
ｒ

［

ｘ
］

＇

ｆ ７
；［ ＾

ｒ
［

ｘ
］

ｉｄ
２

Ｖ
ｒ

［

ｘ
］

■

ｆ

＝
〇 ■ （

ｌ － ｌ 〇
）

Ｊ ｒ
［

ｘ
］ ｚ

Ｊ ｆ
［

ｘ
］

这两组方程具有不同的变分形式 ， 其有限元解并不等价 ． Ｒ ．Ｅ ．Ｒｕｓｕ 和 Ｇ ．Ｄｚ ｉｕｋ 皆采用 了混

合有限元 ， 通过引入
一个新的未知函数 ｗ

＝Ａ
ｒ

［

ｘ
］

ｉｄ 将以上方程转化为 Ｘ 和 ｗ 的方程组 ． 举

例说明 ，

ｇ ．Ｄ ｚ ｉｕｋ 的方法是假设 ｎｘｗｎ ） ］

已经由
一

个分片三角形 曲面 ｒｆ
１

近似 ， 然后



１ ４ ８ 计 算 数 学 ２ ０ ２ ２
年

求解未知 曲面 ｒｘ 在 已知 曲面 ｒ＾
１

上的分片线性参数化表示 ｒ＾
１

４Ｒ
３

， 令其满足以

下弱形式 ：

＼ ＩＶ
ｐ
ｍ  １

｜  （

｜

Ｖ
ｐ
ｍ  １ ＾

Ｖ
ｐ
ｍ ｌ ｉｄ （

１ ． １ １
）

Ｊ Ｙ
ｒｎ １ ｈ Ｌ ＾ ｈ ＆ 」

、 ’

ｈ

ＩＶ
ｒ
ｍ ！

？Ｖ
ｒ
ｍ ！ ：Ｖ

ｒ
ｍ ！＾

＝
０

，

ｐ
ｍ  １ ｈ ｈ ＾ｐ

ｍ  １ ｈ ｈ

ｈ ｈ

其中 ＜
Ｇ＾

（

ｒ
ｊｒ

１

） 是未知函数＜的离散 Ｌａｐ ｌａｃｅ Ｂ ｅ ｌ ｔｒａｍ ｉ 导数 ， 由 以下弱形式确定 ：

［
Ｗ［ 軋＋［Ｖ

ｒ
ｍ １＜

：Ｖ
ｒ
ｍ １ ＾

＝ ０ ． （

１ ． １ ２
）

ｐ
ｍ   １

 ｐ
ｍ  １ ｈ ｈ

ｈ ｈ

在计算中 ， 可以先求解以下方程得到 句ｒ
１

ｅｓｕｄ
３

：

ｆｗ＾
１
 ？

＾＋／４
＝

０Ｖ＃Ｇ＆
（Ｃ 〒 ，

ｐ 

ｍ １

 ｐ 

ｍ １ ｈ ｈ

ｈ ｈ

再联立求解方程组 （

ｌ ． ｉ ｉ
） （

ｉ ． ｉ ２
） 得到 ＫＴ ，

《Ｃ ）ｅ＾ （

ｉＴ Ｏ
３
ｘ 汍

（ｄ
３

． 在时间步长充分

小的条件下 ，

Ｇ ．Ｄｚ ｉｕｋ 的方法对多种不同初始 曲面的 Ｗ ｉ ｌ ｌｍｏｒｅ 流都取得了很好的计算效果 ；

参见
［

２０
］
中 的数值算例 ．

Ｅ ．Ｂ Ｓ ｉｉｓｃｈ
、
Ｐ ．Ｍｏｒｉｎ 和 Ｒ ．Ｈ ．Ｎｏｃｈ ｅｔ ｔｏ 在 ２〇〇 ５ 年的论文 ［

２
］ 中对 曲面的表面扩散流提

出 了
一

种参数化有限元法 ， 把表面扩散流方程 （

１ ． ７
） 等价地改写为混合形式

ｎ
＝Ａ

ｐ
［

ｘ
］

ｉｄ
，Ｈ

＝
ｋ，

？Ｖ
＝

Ａ
ｐ

［

ｘ
］ｖ＝Ｖｎ

： （

１ ． １ ３
）

然后使用相应的参数化有限元方法求解 ？ ， ＜ ）ｅ＾ ｅｎｒ
１

）

３

和 （

Ｆｆ ｖ
；

？

）ｇ
ｓ＾ ｃｎｒ

１

） 满

足 以下弱形式 ：

卜 １＋ Ｔ
（

Ｖ
ｒ
ｍ－ ｌ ｔ＾ ，

Ｖ
ｒ

”

ｈ ｈ

ｔ １ ＾
ｐ
ｍ １

 ｐ
ｍ  １  ｌｄ

＾ｐ
ｍ  １  １

ｈ ｈ ｈ ｈ

（耶萬ｍ ｉ
 丄

） ］

^

ｈ ｈ

 １ ０
^

（

ｖｒ ， ｘｈ
） Ｔ

ｌ

ｎ ｉ
 （

Ｖ
ｒ ｒ

ｉ Ｆ＾ ， 
ｖ

ｒ
．ｎ １ Ｘｈ

）
ｒ

ｒｒｉ １＝

、 ｈ

 １ ０
）

ｕ

（

１ ． １ ４
）

其中 仰 ， 知 ｅ 私
（

ｒｆ
１

）

３

和 奴 办 ｅｓ＾ ｃｎｒ
１

） 是有限元空 间 中 的测试函数 ，

ｔ 是时间步长 ．

新的 曲面 ＩＴ 由其参数化表示 ＜
＝

ｉｄ＋ ：１７
１

４Ｒ
３

给出 ． Ｅ ．Ｂ ａｎｓｃｈ
，

Ｐ ．Ｍｏｒ ｉｎ 和 Ｒ ．

Ｈ ．Ｎｏｃｈｅ ｔｔｏ 的方法可以严格保持表面扩散流面积随时间递减 ， 从而在 曲面不光滑时也具有最

基本的稳定性 数值结果显示该方法对某些 曲面会产生网格扭 曲 ， 导致计算崩溃 ， 但是该方法

通过搭配网格点重新分布的技巧仍然可以得到较好的计算结果 ； 如 图 １ 所示 ．

１ ． ３ ． 演化有限元法及其矩阵向量形式

Ｇ ．Ｄｚ ｉｕｋ 在 １ ９９ １ 年文章
［

１ ７
］
中提出 的参数化有限元法是在全离散的情况下求解 已知 曲

面 ＩＴ
１

上的有限元函数 ：ｒ
；＾

１

４Ｒ
３

作为未知 曲面 ＩＴ 的参数化表示 ． 在半离散情况
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阌 １ 立方体在表面矿散流下的愤化 ． 翁两张 图分别为 亡
＝ Ｑ 和 ＊

＝０ ． ０Ｑ２ 时刻 由 （
Ｕ４

） 得到 的计算结泉 ；

第 ＩＳ振圈为使用 ［

２
］
中 的 Ｍ格正则化方法改＃Ｍ格性质后得到的 ｔ 

＝
０ ． ０ ０ ２ 的计算辕果

下
， 这种参数化有限 元法可以改写为在随时间演化的有限无空间 知 （

ｒ
［

ｘ
６ （０ ］ ） 中求解随时间

演化的未知 曲＿
ｒ

［

ＸＡ （
＃

） ］

上的偏微分方程 ． Ｇ ．Ｄ ｚｉｕｋ 和 Ｃ ．Ｅ ｌ ｌ ｉｏｔ ｔ 在 ２〇〇 ７ 年的文章 ［叫 中将

这种计算方法称为演化 曲面有限元法 ， 并分析了半离散和全离散演化 曲 ｉｔ有限元法求解

知
”

运动 曲面上偏微分方程的收敛性 ； 参见
［

２２ ２４
］

．

Ｂ ．Ｋｏｖｆｅｓ
、
Ｂ： ．Ｌｉ

、
Ｇ ． Ｌｕｂｉｅｉｉ和

Ｇ ．Ａ ．Ｐｏｗｅｉ Ｇｕｅｒｒａ
在 ２０１７

年前文章
１

 ［

３４
］ 中提出 了 使用

矩阵向羹形式分析演化 曲 ｌ
ｉ

ｆ有限 ５￡法堪近
“

未知
”

曲 曲
‘

的的误塞 举例说 明 ， 平均 曲率淹的演

化有限元法具有以下矩阵向量形式 ：

Ｍ
（
ｘ

）

ｘ＋ Ａ
（
ｘ

）
ｘ
＝

Ｒ
， （

１ ． １Ｓ
）

其中 Ｍ （
ｘ

） 和 Ａ
（
ｘ

） 是 由节点向量 ｘ 所确定的有限元 曲 ［
ｉ

ｆ
Ｉ＾ｘ

］
上的有限元康童矩阵和刚度

矩阵 ． Ｔ均 曲率蘿的插值 曲 面也满足类似的方程

Ｍ
（
ｘ

＋

）
ｘ
４

＋ Ａ
（
ｘ

＊

）
ｘ

＊

＝Ｍ
（
ｘ

＊

ｊ
ｄ

， ｛
１ ． １Ｓ

）

其中 ｄ 是插值产生的误蠢 ． 由方程 （

１ ． １ ５
） 和 （

１ ． １ ６
）
可以得到误差兩数 ｅ

＝ｘｔｘ 所满足的矩

阵向量方程 ：

＋ 
Ａ

｛
ｘ

＊

）
ｅ
＝

 （

Ｍ
（
ｘ

＊

Ｊ

－

Ｍ
（

ｘ
） ）

ｅ
 （

Ｍ
（

ｘ
＊

）
Ｍ

（
ｘ

） ）
ｘ

＊

＋ （
Ａ

（

ｘ
＊

）
Ａ

（
ｘ

） ； ）
ｅ
－

 （

Ａ
（
ｘ

＊

ｊ
Ａ

（
ｘ

） ）

ｘ
＊

＋ 
Ｍ

（
ｘ

＋

）

ｄ
， （

１ ． １”

坟上方程乘以测试 向童 ｗ 可以转化为相应 曲 谢上的积分进行估计 ． 例如 ，

Ｍ
（
ｘ

＊

）
ｅ

？

ｅ
＝Ａ ｌＭ

（
ｘ

＊

）
ｅ

？

ｅ
－

＾
＾

Ｍ
（
ｘ

＊

）

＾

ｅ
？

ｅ

＝

［ ＾
＼

ｅ
＼

２
￣

［ （
Ｖｒ ｈ

［

ｘ
＊

］

＊

ｖ
ｔ ）

＾
＼

ｅ
＼

２

＾ （

１ ． １ ８
）

＾ ｒ ｈ
［

ｘ
＊

］
ｚ＾ ｒ ｈ

［

ｘ
＊

］ Ｌ

Ａ
（
ｘ

＊

）
ｅ － ｅ ＝

［ ｜

Ｖｒ ｈ
［

ｘ
＊

］

ｅ
｜

２

， （
１ ． １ ９

）

？／ ｒ ｈ
［

ｘ
＊

］
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其中 ｅ 是以 ｅ 为节点 向量的 曲面 Ｉ＾ｘ
＊

］

上的有限元函数 ． 在方程 （

１ ． １ ８
） 右端可以被左端控制

的情况下 ， 即可得到相应的 ｉ
°°

（

〇
，

ｒ
；

Ｌ
２

） 和 以 ⑴工 丑
１

） 误差估计 ．

Ｄ

由矩阵向量形式还可以简单地构造出髙阶时间离散方法 ， 例如 Ａ 步倒 向差分方法 斤 ｓ ｔ ｅｐ

ＢＤＦ
）

：

Ｍ
（

ｘ
ｍ

）

－＋ Ａ
（

Ｘ
ｍ

）

ｘ
ｍ

＝０
， （

１ ． ２０
）

Ｔ

ｊ
＝ 〇

其中 Ｓ
？

＝ Ｈ 是 ｘ
（

ｔｍ
） 和 ｕ

（

ｔｍ
） 的 Ａ ： 步倒 向外插逼近 ， ＆ 和 ％ 是 Ａ ： 步 ＢＤＦ 方

法和倒 向外插法中 的系数 ． 以上方法在时间上有 Ａ 阶收敛 ， 等价于在外插 曲面 Ｉ＼
［

Ｓ
］

上求解

未知 曲面 ＩＴ 的参数化表示 ．

由此可见 ， 将参数化有限元法在半离散形式下写为演化有限元法及其矩阵形式 ， 可以更容

易地进
一

步发展髙阶时间离散方法和误差分析 ， 演化有限元法及其矩阵形式的全离散方法通

常等价于某一种参数化有限元法 ．

２ ． 人工切向速度

Ｅ ．Ｂ Ｓ ｉｉｓｃｈ
、
Ｐ ．Ｍｏｒｉｎ 和 Ｒ ．Ｈ ．Ｎｏｃｈｅｔ ｔｏ 求解表面扩散流的方法说明 ： 在 曲率流的计算中 ，

能量递减性：质虽然可以使计算具有稳定性：
， 但对给定的 网格长度和时间步长并不能保证计算

的准确性 对给定的网格长度和时间步长 ， 曲面的网格可能会随时间发展而被扭 曲 ， 网格点可

能会随时间发展而挤在
一起相互卡住不动 ， 从而产生计算错误 ． 为克服这种计算上的 困难 ，

Ｊ ．

Ｗ ．Ｂ ａｒｒｅ ｔ ｔ
、
Ｈ ．Ｇａｒｃｋｅ 和 Ｒ ．Ｎ ｉｉ ｒｎｂ ｅｒｇ 在 ２００ ７ 年和 ２００８ 年的文章 ［

６ ８
］ 中引入了人工切 向

速度以促使网袼点在 曲面的数値演化过程中趋 向于均匀分布 ， 从而可以避免 网袼扭 曲或 网袼

点挤在一起 ．

以平均 曲率流为例 ，

Ｊ ．Ｗ ．Ｂ ａｒｒｅｔ ｔ
、
Ｈ ．Ｇａｒｃｋｅ 和 Ｒ ．Ｎ ｉｉ ｒｎｂ ｅ ｒｇ 的方法 （筒称为 ＢＧＮ 方法 ）

是寻找满足 以下有限元弱形式的 Ｋ
１

， 坪Ｔ ）ｅ＾
（

ｉＴ ｘ 私
（

１７ ４

／ ｎｌ＾
ｉｄ

＾Ａ＝

ｉ

ＨＬ Ｘｈｆ ｙ ＸｈＧＳｈ ｛

Ｔ
＾

１

） ，

＼Ｔ ／ ｒ ｎ ｍ ｌ ｈ

Ｔ
ｈ

 （

２ － １
）

（

Ｈ＾ ｎ＾ ＼ ｒ
ｉｈ ）

ｈ

Ｔ
ｍ １

＝

／Ｖ
ｐ
ｍｒ

＋

Ｖ
ｒ ，

Ｖ取Ｇ ＾ （Ｃ Ｙ ，
１

ｈＪ ｐ
ｍ  １ ｈ ｈ

ｈ

其中 ＜
： １７

１

４Ｒ
３

是未知 曲面 ＩＸ 的参数化表示 ， 是 曲面 １７
１

上的某种离

散内积 ． 该方法只对速度的法向分量有限制 ， 对速度的切 向分量没有限制 ， 会 自动产生适当 的

切 向速度 ， 这些切 向速度并不会改变 曲面形状 （ 曲面的形状 由其法向速度决定 ）

． ＢＧＮ 方法

实际上是希望 以 是 ｒ
＾ｒ

１

到 ＩＴ 的共形参数化 ， 即在切 向 自 由度中去极小化 Ｄ ｉｒｉｃｈ ｌｅ ｔ 积分

Ｊｒｐ

Ｖ
ｃ

ｉＷ
２

． 特别池 如果 ｉｄ ：ｒｆ
１

４ｒｆ
１

是共形参数化 ， 我们称 ｒｆ
１

为共形的 ．

对

＆

一

维的共形的多边形 曲线 ， 可以证明 的相邻的单元要么是平行的 ， 要么长度相等 ； 参

见
［

１ １
， 定理 ６２

］

． 髙维的讨论更为复杂 ， 但同样可以证明共形的多面体 曲面具有很好的网格性：

Ｄ 对 ［

３ ４
］ 中所考虑 的受 ！

＞ＤＥ 驱动的 曲面 ， 右端确实可以被左端控制住从而得到相应的误差估计 ， 但是对二

维闭 曲面的平均 曲率流 ， 方程 （
１ ． １ ８

） 的右端并不能被左端控制住 ， 从而无法以这种方式得到相应的误差估计 ；

具体参见第 ４ 节 ．
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质 ； 参见
［

８
， 评论 ４ ． １

］

． 因此 ＢＧＮ 方法是希望最终的 网格能够趋于共形 ． 尽管 目前仍然难以

证明全离散格式的严格的网格演化性质 ， 但从大量的数值实验中 ， 我们可以观察到 ＢＧＮ 方法

产生了切 向速度并且促使＿格点在 曲 面上更均匀的分布 ． 这类通过引入人工切 向速度使 曲面

上网格分布更加均匀讷方法也适用于其他 曲率流 ，
包括 Ｗ ｉ ｌ ｌｍｏｗ 流 ，

ＩＭＭｃｈ 流 、 表面扩散

＿ 、 曲率處 ， 等等 ； 具体参见 ［

７
，

，

８
］

．

继续以 平均 曲率流为例 ， 考虑 以下两组参数方程所对应的两个初始 曲 ｉ
ｆｉｆｒ 〇

＝ｘ
０（ ［

〇
，

２ ｔｔ
］
Ｘ

 ［

０
， 

ｔｔ
］  ）ｒ

，＾

＝
Ｘ

（^  ［

０
，

， 
２ｉｒ

］ｘ： ［

〇
， 

？ｒ
］ ］

；

根据 Ｃ ．Ｅ ｌｌｉｏｔｔ 和 ＨＬＦＷａｈ 的文章 ＿ ， 曲面 ｒ
ｓ 和 ｑ 在平均 曲率流下将分别演化到哑铃形和

球形两种状态 ， 其 中 哑铃形 曲 曲
＇

会进一步分裂为两个球面 ． 使用 Ｊ ．ｗ ．ａＧａｒｃｔｅ 和

Ｒ ．Ｎ ｉｉｒｎｂｅｃｇ 的方法 （
以下简称为 ＢＧＮ 方法） 模拟这两个 曲 ［

ｉ
ｆ的 乎均 曲率添 ， 可以分别得到

哑铃形和球形两种状态 ； 如 图 ２
，
３ 所示 ． 然而 ， 在相同的 网格长度和时间步长下使用 Ｇ ．Ｄｚｈａｋ

的方法模拟这两个 曲 曲
＇

的￥均 曲率流 ， 对 ｒ
？ 可 以得到哑铃形的结果 ， 对 ｑ 无法得到理想中

的球形计算结果 ； 如 图 ４
，
５ 所示 ． ＿５ 中 的计算结果显示 ，

Ｇ ．Ｄ ｚｉｕｋ 的方法的计算过程中会

有大量节点 向椭球的左右两极聚集 ， 使得网格扭 曲 、 计算崩溃 ．

除乎均 曲率流外 ，

ＢＧＮ 方法 对其他 曲率流的计算也有很大改进 ， 例如 图 ６ 中所風

ＢＧＮ 方法不懦要借助网格点東新分布便可得到立方体在表面扩散流下的完整演化过程 （可与

图 １ 对比 ）

． 此外 ，

Ｗ ．Ｂａｏ
、
Ｗ ．Ｊ ｉ ｓｍ ｇ 、

Ｙ ．Ｗ？ｎｇ、 Ｑ ．Ｚｈａｏ 等人将 ＢＧＮ 方法应用并推广到具有

各 向异性表Ｗ能量的询态去湿Ｗ题 中
，
对接触线迁移且各向异性的开 曲线和开 曲 时的表？扩

散流Ｗ题提出 了相应的计算方法 ， 取得了很好的计算结果

图 ２ｒ〇 在平均曲率流下的演化 ， 圈分别对应时刻 ｉ＝０
，
ｔ＝０ ． ０６＆６

，
ｆ＝Ｏ ． Ｏｆｉ ．（

ＢＧＮ 方法的计算绪

果 ）
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图 ３在平均 曲率流下的演化 ，

三张图分别对应时刻 ｔ 
＝

０ ． ０７ ５
，０ ． ０８８７５

，
ｔ＝０ ． ０９ ０８４ １ ．（

ＢＧＮ 方法的计

算结果 ）

阌 ４１？
！
５ 在平均 ＿率流下的演化 ． ：１來阌分别对应財刻 （

＝ ０
，

１ ＝ ０ ． ０ ５ ￡６
，

＾
＝ １１ ０ ６ ．

（

〇 ． ０伽］１ 方法的计算

＿

Ｋ 
Ｓ１｜ 在平霉曲率流下的雛 ． ｌｉｔ圈象别对应肘刻 ｔ＝０

，

￡ 
＝

０ ． ０７５
，ｔ
＝ ０掘窗狼

（
Ｇ ．ｉＭｏｋ 方德的

计鑛果 ）
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圈 ６ 立方体表爾在表 ｜
ｆ扩散流下的演化 ． ３掘图卦别对应 ｔ

＝〇
，ｔ
＝Ｑ ． ０ ００８

，ｔ
＝０ ． ０Ｑ２ ．（

ＢＧＮ 方法的计

算结果 ）

３ ． 保几何结构性质

除 弓
丨
入切 向速度使Ｎ 格分布趋 向于均匀外 ， 构造能够保持能量稳定性和其他几何性质

的计算方法可以进一步改进 曲率流的计算效果． 在这方 丨釘 ， 人们对Ｙ
？

均 曲率流 、 表面扩散

流 、
Ｗｉ ｌ ｌｍｏｒｅ 流等曲率流的计尊皆取得了一些进展 ．

平均 曲率流可以
＇

卷作表面积 ｒ

＝

１ １
关于 曲 商 ｒ 变分的 Ｌ

３
梯度流 ， 所以Ｔ均 曲率流

下的 曲 丨
ｆｌｆ具有面积随时间递减的性质 ：

ｒ ＜

ｒ

［

Ｘ
（

．

， ％ ） ］

． （
３ ． １

）

通过在 Ｇ ．Ｄ ｚｉｕｋ 的方法 （
Ｉ ． ３

） 中选取测试函数 妳 ＝ ＜

－

ｉｄ 并利用不等式 （参见 ［

１ １
，

Ｌｅｍｍａ

３ ． １ ７
］ ）

（

ｖ
ｒｒ

ｎ ｅ

－

，
Ｖ

ｒ
：ｒ

ｌ

 （
ａ
ｍ


 ｉｄ

）

｝＞

ｒ＾  

ｒ
？
－

１

， （
３ ． ２

）

ｈ

可以证明 Ｇ ．Ｄ ｚ ｉｕｋ 的参数化有限元方法在逼近乎均 曲奉流的 同时也能够保持以上所述 的面

积递减性质 ， 即

ｒｒ ＾ ｒｒ
１

－

（
３ ． ３

）

这祌无条件面积递减性质使 Ｇ ．Ｄｚｉｕｋ 的方法在 曲而产生奇点时仍然可以具有基本的稳走性 ．

Ｂ
．
ＧＮ 方法可以在保持面积递减件质 （

３ ． ３
） 的 同时利用切 向速度使网格趋于均匀分布 ， 从

商产生更好的计算效果 ： 在 （
２ ． １

） 中取 尥 ＝ ｉＪｆ 和 饰
＝ ？

 ｉｄ
） ／

ｒ 可以得到

／ ＴＪ
１７１

 ＼ 

^

＼
°

／１ ７ ／ ｒ ？
１ １

ｈ

Ｔ

（
３ ． ４

）
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再将以上两个方程相减并利用不等式 （

３ ． ２
） ， 可以推出

＜ ０ ． （

３ ． ５
）

在 （

１ ． ８
） 中我们 已经知道表面扩散流在 曲面面积递减的同时可以保持 曲面所环绕的体积

守恒 ． Ｅ ．Ｂ ｊｉｎｓｃｈ
、
Ｐ ．Ｍｏｒ ｉｎ 和 Ｒ ．Ｈ ．Ｎｏｃｈｅ ｔ ｔｏ 在 ［

２
］ 中 的方法和 ＢＧＮ 方法皆可在半离散 （

Ｂ寸

间连续 ） 情况下同时保持 曲面的面积递减和 曲面所环绕的体积守恒 ， 但是在全离散数值计算

中只能严格保持 曲面的面积递减 ， 无法严格保持 曲面所环绕的体积守恒 ． 举例说明 ，

ＢＧＮ 方

法求解表面扩散流方程 （

１ ． ７
） 的有限元弱形式为

（

ｖ ｈ
， Ｘｈｎｈ

） ｐ
［

ｘ ｈ
］
＋Ｖ ｒ

［

ｘ ｆｃ
］

Ｘ ｆｔ ．

） ｐ
［

ｘ ｆｃ
］

＝ （

３ ． ６ ａ
）

〈
迅 ■

？＊
，

〈
▽
ｎｗ為 ，

＝〇
， （

３ ． ６ｂ
）

其中 ；
ｅ 汍

（

ｒｆ
１

） 和 取 ｅ是有限元空间 中 的测试函数 ， 曲面的位置可以通过

汍為 ＝

外 。為 确定 ． 在 （

３ ． ６ａ
） 中取 ；

＝１ 可以得到以下体积守恒公式 ：

０

ｌ ＾
［

Ｘ ｈ
］

（

３ ． ７
）

其中 ％ 是 曲面 ｒ
［

ｘｆｔ
］
环绕的三维Ｋ域 ． 此外 ， 在 （

３ ． ６
） 中取 ；＾

＝ 迅 和 取
＝

外 并把两个方

程的结果相减 ， 可以推出

〇＝ ＾ ｒ
［

ｘ ｈ
］

Ｈｈ

２

Ｌ ２

｛
ｒ

［

Ｘ ｈ
］ ）
＋

｛
＾ Ｔ

［

ｘ ｈ
］

Ｘｈ ， 
＾ ｒ

［

ｘ ｈ
］

Ｖｈ
） ｒ

［

Ｘ ｈ
］

＝



Ｖ
ｒ

［

ｘ ｆｃ
］

＾ ｜
２

（
ｒ

［

Ｘ ｆｃ
］ ）

＋
— ｒ

［

Ｘｆｅ
］

，

从而得到 以下面积递减性：质 ：

＾
■ ｒ

［

ｘｆｅ
］ 
＝ ｙ ｒ

［

ｘ ｈ
］

Ｈｈ

２

Ｌ ２

＾ ［

Ｘ ｈ
］ ）
＜〇 ？

（

３ ． ８
）

（

３ ． ９
）

在全离散情况下 ＢＧＮ 方法的有限元弱形式为

／ ｎｌ＾
ｉｄ

＾＾
Ａ＋

〈％一即 ，

▽
『 ％ 〉＝ 〇

， （

３ ． １ ０ａ
）

＼丁 ｊｐ
ｍ  １ ＼ ＾ ＾ ＇

 Ｌ

 ^

ｈ

〈

Ｆ＞ｒ ｓ＾ 〈

ｖ
ｒ
ｒ

ｒ ，

ｖ
ｒ
ｒ
他

〉 ｒ
＿ 丄

＝ 〇
， （

３ ． ｉ 〇ｂ
）

ｈ

其中 ４

＝
ｘｒ

〇
Ｐｄ

１

是未知 曲面 ＩＴ 在 已知 曲面 ｒｆ
１

上的参数化表示 ． 在 （

３ ． １ ０
） 中

取 ；》
＝和 取 ＝ ？

ｗ
） ／
ｔ 并把两个方程的结果相减 ， 可以推出

０＝ Ｖ
ｒｒ
Ｈ ｈｎ 

＋

〈

Ｖ
ｒｒ

Ｖ
ｉＴ

１
￣

） ｒ
ｍ ！

＼ ＇

 （

３ ． １ １
）

ｎ  ｐ
ｍ １

＞
ｎ
ｖ

ｒｒ
１ Ｆｒ ｎ ｉ ２

（
ｒ ｒ

１

）

＋
ｈ

ｙ＼

从而得到 以下面积递减性：质 ：

Ｔ＾ ＜ Ｖ＾ Ｔ ｙ
Ｔ＾

Ｈ＾ ｌ ，

｛
Ｔ＾ ｙ （

３ ． １ ２
）
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但是在 （

３ ． １ ０ ａ
） 代入 ；＾

＝１ 只能得到

Ｊ Ｙ＾
１

（

３ ． １ ３
）

由此并不能推出 １＝ ：１ ．Ｅ ．Ｂ Ａｎｓｃｈ
、
Ｐ ．Ｍｏｒ ｉｎ 和 Ｒ ．Ｈ ．Ｎｏｃｈｅ ｔ ｔｏ 的方法也类似 ．

以上两种方法都是线性：化半隐式有限元法 ， 在每个时间层人们只需要求解
一个线性：方程

组即可得到下
一

个时间层 曲面的参数化表示 ． 最近 ，

ｗ ．Ｊ ｉａｎｇ 和 Ｂ ．Ｌ ｉ 在 ２０ ２ １ 年的论文 ［

３０
］

中构造出一种可以 同时保持表面扩散流 曲线长度递减和 曲线所环绕的面积守恒的全离散非线

性：隐格式 ． 该方法将表面扩散流的方程改写为

｛

ｄ
ｔ
Ｘ ｏ Ｘ

１

）

－

ｎ
＝ｄ

ｌ
Ｈ

，

（

ｄ
ｔ
ＸｏＸ

１

）

■

ｔ
＝

０
， （

３ ． １ ４
）

Ｈｎ＋ Ｑ ｒ
＝ ｄ

ｒ ｒ ， （其中 Ｑ
＝

０ 是人为引入的辅助变量 ）

并考虑 以下有限元方法 ． 假设 是未知 曲线 ＩＴ 在已知分片三角形 曲线 ｒ
＾ｒ

１

上的分片线

性：的参数化表示 ， 并定义速度函数

ｖ
ｒａ

＝

Ｕ
ｈ

令 ｒ＼⑴ 为 ｒｆ
１

上的以下参数化表示所对应的 曲线 ：

Ｕｈ
（

ｔ
）
＝

ｉｄ ＋ ｔＧ

ＴＴ

对任意 ｒｆ
１

上的有限元函数 人
？

， 定义炉 为 曲线 ｒ＼
（

ｔ
）
上与 ｒ 具有相同节点值的有限元函

数 ． 然后求满足 以下方程的有限元函数 ？ ， 坪 ｅｓｕｄ
３
ｘｓ＾ｒｆ

１

）
ｘ 汍

（

１７ ” ：

－

ｎｈ
｛

ｔ
） ４

＞ ｈ ｄｔ ｄ
Ｖ ｈ ｛

ｔ
）
４
＞ ｈ 
ｄｔ

，

’ ｒ ｈ⑴

－

ｒｈ
（

ｔ
）

（

ｆ ｈ ｄｔ
＝

０
， （

３ ． １ ５
）

’ ｒ ｈ⑴
（

Ｈ＾ ｎｈ
（

ｔ
）
＋Ｑ＾Ｔｈ

（

ｔ
） ）

■

 ｉ

ｐ ｈ
ｄｔ ｄ

Ｔ ｈＷ
ｉｄ

■

ｄ
Ｔ ｈ ｛

ｔ
）
＾ｈｄｔ

，

其中 ⑷ 和 Ｕ⑷ 是 曲线 Ｉ＼ （

ｔ
）
上的单位法 向量和切 向量 ， ？ ， ＜ ，〇Ｇ

ｉ

）

３
ｘ

ｘ＾
（

ｒ
ｊｒ

１

） 是有限元空间 中 的测试函数 ． 如果令 义⑴ 表示表面扩散流的 曲线在 ｔ

时刻所环绕Ｅ域的面积 ， 则

Ａ （ ｔｍ
）

Ａ （ ｔｍ ｉ
）

ｄｔ

Ａ
（
ｔ

）

ｄｔ

ａ ｉ ｈ （
ｔ

）

－

ｎｈ （
ｔ

）

ｄｔ

ａ ｌ ｈ （
ｔ

）

ｄ
ｒ ｈ （ ｔ

）

Ｈ＾

？

ｄ
Ｖ ｈ ｛

ｔ
）

ｌ ｄｔ （

３ ． １ ６
）
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如果令 Ｌ⑴ 表示表面扩散流的 曲线在 ｔ 时刻的长度 ， 则

⑴

ｒｈ （
ｔ

）

■

ｄ
ｒ ｈ ｛

ｔ
）

ｖ＾ ｄｔ

⑴

５
ｒ ｆｃ （

ｔ
）

ｉｄ
？

ｄ
Ｔ ｈ ｛

ｔ
）

ｖ＾
ｄｔ

⑴ （

３ ． １ ７
）

（

Ｈ
］：ｎｈ

（

ｔ
）
＋ Ｑ＾Ｔｈ

（

ｔ
） ）

－

ｖ＾ ｄｔ

⑴

厂 ｄ
Ｆ ｈＷ

Ｈ
］：ｆ ｄｔ

由此可见 （

３ ． １ ５
） 中 的全离散方法可以 同时保持表面扩散流 曲线的长度递减和所环绕的面积守

恒 ． 此方法并没有引入切 向速度促使网格分布均匀化 ， 因此在计算中会时常需要当 网格扭 曲

时使网格点重新分配 ．

Ｗ ．Ｂ ａｏ 和 Ｑ ．Ｚｈ ａｏ 在 ２〇 ２ １ 年的文章 ⑷ 中提出 了具有切 向速度的保结构算法 ， 他们的

１ ｈ ｈ

（

３ ． １ ８
）

ｐ 

ｍ

 ｐ
ｍ 

 １

＾ ．

ｈ ｈ

该方法只规定的速度的法向分量如何运动 ， 从而允许出现切 向速度 ． 该方法的保结构性：质的证

明类似于 （

３ ． １ （ ５

） ， （

３ ． １乃 ： 取测试函数 知 ＝
１ 和 （知 ， ４ ）

＝

 （＃ ，〇 可以得到二维平面上表

面扩散流 曲线的长度递减和所环绕的面积守恒

Ａ Ｇｍ ） １
）
＝

〇和ｉ
（

ｆｍ
）

ｉ
（

ｆｍ １
）Ｓ

〇 ． （

３ ． １ ９
）

对三维空间 中 的表面扩散流 曲面可以得到

ＶＧｍ ）
Ｖ

（

ｆｍ １
）
＝

〇和ＡＧｍ ） １
）Ｓ

〇 ． （

３ ． ２０
）

其中 Ｖ⑴ 是 曲面所环绕Ｅ域的体积 ，

Ａ⑷ 是 曲面的表面积 ．

对 Ｗ ｉ ｌ ｌｍｏｒ ｅ 流和 Ｈｅ ｌ ｆｒ ｉｃｈ 流 ， 目前 已知 Ｇ ．Ｄ ｚ ｉｕｋ 的参数化有限元法 ＿ 和 ＢＧＮ 方法 ［

７
］

皆可保持半离散有限元解的能量递减 ， 但是皆无法在全离散有限元格式中严格保持 Ｗ ｉ ｌ ｌｍｏｒ ｅ

能量递减的性：质 ．

方法等价于以下有限元弱形式 ：

Ｋ

■

ｎｈ ｛

ｔ
） ４

＞
ｈ
ｄｔ

ｎ １ ｈ （
ｔ

）

Ｈ
Ｊ^
ｎｈ

（

ｔ
）

■

 ｉ

ｐｈ
ｄｔ

＜０ ．

４ ． 收敛性和误差分析

许多参数化有限元法逼近
一

维 曲线平均 曲率流的收敛性： 已被证明 ， 例如 Ｇ ．Ｄ ｚ ｉｕｋ 最初提

出 的参数化有限元法 ＞ ８
，

４ ５
］

，

Ｋ ．Ｄ ｅｃｋｅ ｌｎ ｉｃｋ 和 Ｇ ．Ｄ ｚ ｉｕｋ 引入切 向速度后所得到的改 良方法 ｌ

１ ５
ｌ

，

Ｃ ．Ｍ ．Ｅ ｌ ｌ ｉｏｔｔ和
Ｈ ．Ｆｒｉ ｔ ｚ

使用ＤｅＴｕｒ ｃｋ
技巧构造的方法 ［

２ ５
］

，

Ｊ ．Ｗ ．Ｂ ａｒｒｅ ｔ ｔ
、
Ｋ ．Ｄ ｅｃｋｅ ｌｎ ｉｃｋ和
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Ｖ ．Ｓ ｔｙｌ ｅｓ 使用 Ｄ ｅＴｕｒｃｋ 技巧分析的半隐式全离散方法 旰 以及
一

维 曲线在各向异ｆｔ平均 曲率

流下的运动 ［

１ ９
，

３ ９
１

． 此外 ，

Ｋ ．Ｄｅ ｃｋｅ ｌｎ ｉ ｃｋ 和 Ｇ ．Ｄｚ ｉｕｋ 对 ｇｒａｐｈ 曲面的平均 曲率流证明 了非参

数化有限元的收敛性：

［

１ ４
，

１ ６
］

，

Ｊ ．Ｗ ．Ｂ ａｒｒ ｅｔ ｔ
、
Ｋ ．Ｄ ｅｃｋｅ ｌｎ ｉ ｃｋ和Ｒ ．Ｎｕｒｎｂｅｒｇ

［

１ Ｃ Ｉ

１

使用Ｄ ｅＴｕｒｃｋ

技巧对轴对称平均 曲率流证明 了相应数值逼近的收敛性

二维闭合 曲面平均 曲率流的误差分析与
一

维 曲线和 ｇｍｐｈ 曲面截然不同 ，
主要难度是该

方程缺少完整的强制性：
（抛物性：

） ； 参见 ［

３ ６
］ 中 的论述 ． 为 了 克服这方面的 困难 ，

Ｂ ．Ｋ〇Ｖ４Ｃ Ｓ
、
Ｂ ．

Ｌ ｉ 和 Ｃ ．Ｌｕｂ ｉｃｈ 在 ２０ １ ９ 年的论文
［

３ １
］
中利用平均 曲率流法 向量 ｎ 和平均 曲率 Ｆ 的时间发

展方程提出 了
一

种新的演化有限元法并证明 了其收敛性 Ｂ ．Ｋ〇Ｖ４ＣＳ
、
Ｂ ．Ｌ ｉ 和 Ｃ ．Ｌｕｂ ｉｃｈ 提出

的方法是求解平均 曲率流的以下等价形式 ：

ｄ
＇

ｎ
＝Ａ

ｒ
［

Ｘ
］

ｎ ＋ 

Ｖ ｒ
［

ｘ
］

？ －

２

 （

４ ． １ ａ
）

ｄ
＇

Ｈ
＝Ａ

ｒ
［

ｘ
］

Ｈ ＋ Ｖ
ｒ

［

ｘ
］

ｎ
２

Ｈ
， （

４ ． １ ｂ
）

ｗ Ａ
ｒ

［

ｘ
］

Ｗ＝ Ｈｎ＋ Ａ ｒ
［

ｘ
］

（

Ｈｎ
） ， （

４ ． １ ｃ
）

ｄ
ｔ
Ｘ＝ｖ ｏ Ｘ

， （

４ ． Ｉ ｄ
）

其中 ％ 表示物质导数 （

ｍａｔ ｅ ｒ ｉ ａ ｌｄｅｒ ｉｖａｔ ｉｖｅ
） ， 即

ｄ
＊

ｔ

ｎ ＝
 ［

ｄ
ｔ

｛

ｎ ｏ Ｘ
） ］

ｏ Ｘ
１

和＝

［
备

（

丑 ｏ Ｘ
） ］

ｏＸ
丄

．

方程组 （

４ ． １ ａ
） （

４ ． １ ｃ
） 与 （

１ ． ２
） 虽然在理论上等价 ， 但是计算上并不等价 引入法 向量 《 和 曲

率 丑 的演化方程有助于增强数值方法的稳定性：和精确性 方程组 （

４ ． １ ａ
） （

４ ． １ ｃ
） 的演化 曲面有

限元方法为求节点 向量 ｘ
（

ｔ
）
ＧＲ

３Ｗ

 （其中 Ｗ 是 曲面上的节点个数 ） 和 由此节点 向量所确定的

有限元 曲面上的函数 外 （ 

＋

，

ｔ
）ＧＳＵｘ

（

ｔ
） ］

３

，？ （

．

，

《
）
Ｇ＆

［

ｘ
（

ｔ
） ］

３

和 迅 （ 

＋

，

ｔ
）Ｇ＆

［

ｘ
（

ｔ
） ］ 满足 以下有

限元弱形式 ：

ｄ
ｈ
ｎｈ

■ Ｖ
ｒ ｈ

［

ｘ
］

＾
＊

Ｖ
ｒ ｈ

［

ｘ
］

＾

＝

／＾
ｒ ｈ

［＾ ｈ

２

^

／ｄ
ｈ
Ｒｈ＋

／Ｖ ｒ ｈ
［

ｘ
］

＾
？

Ｖ ｒ ｈ
［

ｘ
］

＾ｆ
’ ｒ ｈ

［

ｘ
］ Ｊ ｒ＼

［

ｘ
］

／Ｖ ｒ ｆｃ
［

ｘ
］

＾
？

Ｖ ｒ ｆｃ
［

ｘ
］

＾
＋
／ｖ ｈ

－

＜

ｆ

ｖ

ｈ
＝

’ ｒ ｈ
［

ｘ
］ ＾ ｒ ｈ

［

ｘ
］

ｄ
ｔ
Ｘｈ

｛ｐｈ
ｌ

ｔ
）
＝ ｖ ｈ

（

Ｘｈ
（ｐｈ

，

ｔ
） ，

ｔ
） ，ＷｐｈＧＴ

°

ｈ ，

１
［

Ｘ
］

１
［

Ｘ
］

Ｖ ｒ ｈ
［

ｘ
］

ｎｈ

２

Ｈｈ
ｃ

ｐ ^

“Ｘ ］

＾ ｒ ｈ
［

＾
］

（

Ｈｈｎ ｈ
）

■

Ｖ ｒ ｆｃ
［

ｘ
］

＾

“Ｘ ］

（

４ ． ２ ａ
）

（

４ ． ２ｂ
）

Ｈｈｎｈ
？ ＜

ｆ

ｖ

ｈ ，

（

４ ． ２ｃ
）

（

４ ． ２ｄ
）

其中＜
ｅ＾

［

ｘ
（

ｔ
） ］

３

，＜
ｇ私

［

ｘ
（

ｔ
） ］

３

和＜
ｇ＾

［

ｘ
（

ｔ
） ］
是 曲面

ｒ＼
［

ｘ
（

ｔ
） ］
＝ｒ

［
為

（

＋

，

ｔ
） ］

上的有限

元测试函数 ． 节点 向量 ｘ 的初值可以取初始 曲面 ｒ
〇

的 Ｌ ａｇｒａｎｇｅ 插值 曲面的节点 ，
呢 和 瓜

的初值可以取初值 和 丑
Ｑ

的 Ｌ ａｇｒａｎｇｅ 插值函数 ．

通过使用文章 ［

３４
］ 中提出 的演化 曲面有限元法的矩阵 向量记号 ，

Ｂ ．Ｋ 〇Ｖ４ＣＳ
、
Ｂ ．Ｌ ｉ 和 Ｃ ．

Ｌｕｂ ｉｃｈ 把方程组 （

４ ． １ ａ
） （

４ ． １ ｃ
） 的演化 曲面有限元方法写为矩阵向量形式

Ｍ ［

４
］

（

ｘ
）

ｕ ＋ Ａ
［

４
］

（

ｘ
）

ｕ
＝＝ ｆ

（

ｘ
，

ｕ
） ， （

４ ． ３ ａ
）

Ｘ
＝＝ ｖ

， （

４ ． ３ｂ
）

（

Ｍ ［

３
］

（

ｘ
）
＋ Ａ

［

３
］

（

ｘ
） ）

ｖ
＝＝

ｇ （

ｘ
， 
ｕ

） ， （

４ ． ３ｃ
）
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其中 ｘ 表示有限元节点坐标组成的 向量 ，

ｖ 和 ｕ 分别表示有限元函数 外 和 ％
＝

 （

？＊
，
迅

） 在

节点处的值组成的 向量 ，

ＭＷ
（

ｘ
） 和 ＡＷ

（

Ｘ
） 是 曲面 ｒ ｆｔ

［

ｘ
］

上的有限元质量矩阵和刚度矩阵 ， 其

上标对应所乘向量的维数 （叫 是 四维 向量函数 ， 外 是三维 向量函数 ） ，

ｆ
（

Ｘ
，

Ｕ
） 和 ｇ （

Ｘ
，

Ｕ
） 分别

对应 （

４ ． １ ａ
） ， （

４ ． １ ｂ
） 和 （

４ ． ３ ｃ
） 中 的非线性：项 ． 该矩阵向量形式 （

４ ． ３
） 可以很方便地使用 Ａ 步倒

向差分法 〇 ｓ ｔｅｐ
ＢＤＦ

） 进行时间离散 ：

Ｋ
（

Ｓ
ｍ

）

ｖ
ｍ

 ＝＝

ｇ （

Ｓ
ｍ

，

Ｇ
ｍ

） ， （

４ ． ４ ａ
）

Ｔ

３ 

＝
０

ｊ
＋ Ａ

（

Ｘ
ｍ

）

ｕ
ｍ

 ＝＝ｆ
（

Ｘ
ｍ

，

５
ｍ

） ， （

４ ． ４ｂ
）

１
ｋ

广 －＝ ｖ
ｍ

．

（

４ ． ４ ｃ
）

３
＝ 〇

在平均 曲率流光滑且不退化的情况下 ，

Ｂ ．Ｋ〇Ｖ４ＣＳ
、
Ｂ ．Ｌ ｉ 和 Ｃ ．Ｌｕｂ ｉ ｃｈ 利用矩阵向量形式的误

差估计方法证明 了 （

４ ． ４
） 中 的数值方法 （以下简称 ＫＬＬ 方法 ） 在使用 ｒ２２ 次有限元和 Ａ２２

步 ＢＤＦ 方法时对 ｔｍＧ ［

０
， 
Ｔ

］
具有以下误差上界 ：

（

Ｘｒ ）

，

Ｘ
（ ，

ｔｍ
） Ｈ １

（
ｒ ？ ）

＜ ＣＴ
（

＾＋ ｒ
ｆｃ

） ，

（

ｖ＾ ）

Ｌ


ｖ
（ ；

ｔｍ
） ｍ

｛ｎ ｔ
ｎ ） ）

＜ ＣＴ
（

ｈ
ｒ

＋ ｒ
ｋ

） ，

ｍ
Ｌ


ｎ
（

－

，

ｔ
ｍ ） ｍ

｛ｎ ｔ ｎ
） ）
＜ ＣＴ （

ｈ
ｒ

＋ ｒ
ｋ

） ，

Ｈ
｛ ；

ｔｍ
） ｍ

｛
ｖ

｛
ｔ
ｎ ） ）

＜ＣＴ
（

ｈ
ｒ

＋ ｒ
ｋ

） ，

其中 表示初始 曲面 ｒ
０ 的 Ｌ ａｇｒ ａｎｇｅ 插值 曲面 Ｕ 上的函数 Ｘ

ｆ 在 ｒ
〇 上所对应的函数

（

ｔｈｅ ｌ ｉ ｆｔｏｆＸ
ｆ

ｆｒｏｍ
１

ｔｏｒ
〇

） ；
类似池 （＜ ）

Ｌ
表示 曲面 ＩＸ 上的函数＜在 ｒ

（

ｔ？
）
上所对应的

函数 （与＜具有相同 的节点值 ）

． ＫＬＬ 方法及其误差估计也适用受力驱动的与 曲面上扩散方

程耦合的平均 曲率流 ； 参见 ［

３３
］

．

最近 ，

Ｂ ．Ｋｏｖ４ｃ ｓ
、
Ｂ ．Ｌ ｉ 和 Ｃ ．Ｌｕｂ ｉ ｃｈ 在 ［

３３
］ 中推导出 了Ｗ ｉ ｌ ｌｍｏｒ ｅ 流的一种新等价形式

（其中
Ａ
＝

Ｖ ｒ
［

ｘｐ ， Ｑ
＝

臺
妒＋

Ａ
２

Ｆ
）

：

ｄ
ｔ
Ｘ＝二ｖｏＸ

， （

４ ． ５ ａ
）

Ｖ＝＝ Ｖｎ
， （

４ ． ５ｂ
）

ｄ
：
Ｈ

＝＝ Ａ
ｒ

［

ｘ
］

ｒ

Ａ

２

％ （

４ ． ５ｃ
）

Ｖ＝＝ ＾
ｒ

［

ｘ
］

Ｈ
＋ Ｑ ； （

４ ． ５ｄ
）

ｄ＞ －＝ ＾
ｒ

［

ｘ
］

＾＋
 （

ＨＡ Ａ
２

） 
ｚ＋


＾

ｒ
［

ｘ
］

Ｈ
２

ｎ ２
（

Ｖ
ｒ

［

ｘ
］

＊

ｎ

Ａ
２

Ｖ ｒ
［

ｘ
］

Ｈ Ｖ ｒ
［

ｘ
］

Ｑ ， （

４ ． ５ｅ
）

ｚ ＝ Ａ
ｒ

［

Ｘ
］

ｎ
＼

Ａ

２

ｎ
， （

４ － ５ ｆ
）

并在 Ｗ ｉ ｌ ｌｍｏｒｅ 流光滑且不退化的情况下证明 了 以上方程组的演化 曲面有限元法对 ｉＧ ［

０
，

Ｔ
］

具有以下最优收敛阶 ：

＾
（

？

＾ ） ｉｆ
１

（
ｒ

°

）
＾ＣＴ ｈ

ｋ

， ｖ
ｈ （

＇

＾ ）

 ，

ｙ
（

＇

＾ ） ｉｆ
１

（
ｒ

（
ｔ

） ）
＜ＣＴ ｈ

ｋ

，

Ｈ
ｔ （ ；

ｔ
）

Ｈ
（ ；

ｔ
） ｍ

｛ｍ ）

＜ ＣＴ ｈ
ｋ

，Ｖ
ｈ

Ｌ

（ ；
ｔ

）

Ｖ
（ ；

ｔ
） ｍ

｛ｍ ）

＜ ＣＴ ｈ
ｋ

，

ｎ
ｈ ｛

－

，

ｔ
）

ｎ
（

－

，

ｔ
） Ｈ ｉ

｛
ｒ

｛
ｔ

） ）
＜ＣＴ ｈ

ｋ

， ｚ
（

－

，

ｔ
） Ｈ ｉ

｛
ｒ

｛
ｔ

） ）
＜ＣＴ ｈ

ｋ

．
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平均 曲率流和 Ｗ ｉ ｌ ｌｍｏｒｅ 流的 ＫＬＬ 方法皆是通过使用法向量 《 和 曲率 Ｆ 的时间演化方

程 ， 利用 《 和 Ｆ 自 身方程的抛物型结构来控制误差估计中与 Ｖ ｒ
［

ｘ
］

？ 和 Ｖ ｒ
［

ｘ
］

Ｆ 相关的量 ．

在二维闭 曲面的情况下 ，

Ｇ ．Ｄｚ ｉｕｋ 求解平均 曲率流的方法 （

１ ． １ ５
） 收敛性：分析的 困难之处

在于其没有完整的抛物型结构 ， 即不存在 Ａ＞０ 使以下不等式成立 ：

（

Ａ
（

ｘ
）

ｘ Ａ
（

ｘ
＊

）

ｘ
＊

）

？

 （

ｘ ｘ
＊

）
＞Ａ ｘ

在 ２０ ２０ 年和 ２０ ２ １ 年的文章 Ｉ

３５
，

３ ６
！

中 ，

Ｂ ．Ｌ ｉ 证明 了矩阵 Ａ
（

ｘ
）

ｘ 的以下单调性：质 ：

（

Ａ
（

ｘ
）

ｘ Ａ
（

ｘ
＊

）

ｘ
＊

）

－

（

ｘ ｘ
＊

） （

Ｖ
ｒ
ｉ

ｅ
ｅ

ｈ ）

ｎ
ｆｆ ｄｅ

，

（

４ ． ６
）

（

４ ． ７
）

其中 ４ 是节点 向量 ｅ＝ｘ ｘ
＊

所对应的 中 间 曲面 Ｉｔ
＝

 （

１ ０
）

Ｉ＼
［

ｘ
＊

］＋ ０ Ｉ＼
［

ｘ
］

上的有限元

函数 ， ＜是 曲面 Ｉｔ 上的单位法 向量 ． 通过使用 以上性：质 ，

Ｂ ．Ｌ ｉ 在半离散情况下证明 了Ｇ ．

Ｄ ｚ ｉｕｋ 的方法 （

１ ． １ ５
） 在使用充分髙次有限元时收敛到平均 曲率流 ． 在使用低次有限元的情况

下 ，

Ｇ ．Ｄｚ ｉｕｋ 的方法和 ＢＧＮ 方法求解平均 曲率流 、
Ｗ ｉ ｌ ｌｍｏｒｅ 流或表面扩散流的收敛件至今

仍未被证明 ．

５ ． 总结

参数化有限元法以及后来发展 出 的演化有限元法 已经成为 曲率流 问题的
一

种有效计算

方法 ， 演化有限元法的矩阵 向量形式成为 曲率流 问题数值分析的
一

个有效工具 ． 对几种简

单的不保几何结构且不促使网格均匀化的髙次演化有限元法 ， 人们 已经证明其逼近平均 曲率

流 、
Ｗ ｉ ｌ ｌｍｏｒｅ 流和表面扩散流的收敛性 但是对包括 ＢＧＮ 方法在内 的许多保几何结构且促使

网格均匀化的参数化有限元法 ， 人们 尚无法证明其逼近各类 曲率流的收敛性 对 Ｗ ｉ ｌ ｌｍｏｒｅ 流

和 Ｈｅ ｌ ｆｒｉｃｈ 流 ， 尚无能够保能量递减的全离散参数化有限元法 ； 对表面扩散流 ， 目前只有
一

种

非线性：隐格式能够同时保面积递减和体积守恒 ， 尚无线性：化半隐格式能够达到 同样效果 ． 如

何对各类 曲率流构造出能够被证明收敛的保几何结构且促使网格均匀化的线性：化半隐式参数

有限元法是 曲率流数值计算中有待解决的 问题 ．

致谢 ： 感谢香港理工大学应用数学系 的胡嘉顺博士为本文做出修改并提供数值结果 ．
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ｇｅｏｍｅ ｔ ｒ ｉ ｃｅｖｏ ｌｕｔ ｉ ｏｎｅｑｕａｔ ｉｏｎ ｓ
［

Ｊ
］

．Ｓ ＩＡＭＪ ．Ｓ ｃ ｉ ．Ｃｏｍｐｕｔ ．

，２ ０ ０ ８ ，３ １ ：２ ２ ５ ２ ５ ３ ．

［

８
］Ｂ ａｒ ｒｅ ｔ ｔＪＷ

，Ｇ ａ ｒｃｋｅＨａｎｄＮｕｒｎｂ ｅ ｒｇＲ ．Ｏｎｔｈｅｐａｒ ａｍｅ ｔ ｒ ｉ ｃｆｉｎ ｉ ｔ ｅｅ ｌｅｍｅｎｔａｐｐｒｏｘ ｉｍ ａｔ ｉ ｏｎｏ ｆ

ｅｖｏ ｌｖ ｉｎｇｈｙｐ ｅ ｒ ｓｕｒ ｆａｃ ｅ ｓ ｉｎＲ
３

［

Ｊ
］

．Ｊ ．Ｃｏｍｐｕｔ ．Ｐｈｙ ｓ ．

，２ ０ ０ ８ ，２ ２ ７ ：４ ２ ８ １ ４ ３ ０ ７ ．

［

９
］Ｂ ａｒ ｒｅ ｔ ｔＪＷ

，Ｇ ａｒｃｋｅＨａｎｄＮｕｒｎｂ ｅ ｒｇＲ ．Ｎｕｍｅ ｒ ｉ ｃ ａ ｌｃｏｍｐｕｔ ａｔ ｉ ｏｎｓｏ ｆｔｈｅｄｙｎａｍ ｉ ｃ ｓｏ ｆｆｌｕ ｉｄ ｉ ｃ

ｍｅｍｂｒａｎｅ ｓａｎｄｖｅ ｓ ｉ ｃ ｌｅ ｓ
［

Ｊ
］

．Ｐｈｙ ｓ ．Ｒｅｖ ．Ｅ
，２ ０ １ ５

，９ ２ ：０ ５ ２ ７ ０４ ．

［

１ ０
］Ｂ ａｒ ｒｅ ｔ ｔＪＷ

， 
Ｄ ｅｃｋｅ ｌｎ ｉ ｃｋＫａｎｄＮｕｒｎｂ ｅ ｒ ｇ 

Ｒ ． Ａｆｉｎ ｉ ｔ ｅｅ ｌｅｍｅｎｔｅ ｒ ｒｏ ｒａｎａ ｌｙ ｓ ｉ ｓｆｏ ｒａｘ ｉ ｓｙｍｍｅ ｔ ｒ ｉ ｃ ｍｅ ａｎ

ｃｕｒｖａｔｕｒｅｆｉｏｗ
［

Ｊ
］

．ＩＭＡＪ ．Ｎｕｍｅ ｒ ．Ａｎａ ｌ ．

，２ ０ ２ １
，
４ １ ：１ ６ ４ １ １ ６ ６ ７ ．

［

１ １
］Ｂ ａｒ ｒｅ ｔ ｔＪＷ

，Ｇ ａ ｒｃｋｅＨａｎｄＮｕｒｎｂ ｅ ｒｇＲ ．Ｃｈａｐ ｔ ｅ ｒ４ Ｐａｒ ａｍ ｅ ｔ ｒ ｉ ｃｆｉｎ ｉ ｔ ｅｅ ｌｅｍ ｅｎｔａｐｐ ｒｏｘ ｉｍ ａｔ ｉ ｏｎｓ

ｏ ｆｃｕｒｖａｔｕｒｅ ｄｒ ｉｖｅｎ ｉｎｔ ｅ ｒ ｆａｃ ｅｅｖｏ ｌｕｔ ｉ ｏｎｓ
［

Ｊ
］

．Ｈ ａｎｄｂｏ ｏｋｏ ｆＮｕｍｅ ｒ ｉ ｃ ａ ｌＡｎａ ｌｙ ｓ ｉ ｓ
，２ ０ ２ ０ ，２ １ ：２ ７ ５ ４ ２ ３ ．

［

１ ２
］Ｂ ｒａｋｋｅＫＡ ．ＴｈｅＭｏ ｔ ｉｏｎｏ ｆａＳｕｒ ｆａｃ ｅｂｙＩ ｔ ｓＭｅａｎＣｕｒｖａｔｕ ｒｅ

［

Ｍ
］

．Ｐ ｒ ｉｎｃ ｅ ｔｏｎＵｎ ｉｖｅ ｒ ｓ ｉ ｔｙＰ ｒｅ ｓ ｓ
，

１ ９ ７ ８ ．

［

１ ３
］Ｃ ａｈｎＪＷ

，Ｅ ｌ ｌ ｉ ｏ ｔ ｔＣＭａｎｄＮｏｖ ｉ ｃｋ ＣｏｈｅｎＡ ．ＴｈｅＣａｈｎ Ｈ ｉ ｌ ｌ ｉ ａ ｒｄｅｑｕａｔ ｉ ｏｎｗ ｉ ｔｈａｃ ｏｎｃ ｅ ｔ ｒ ａ ｔ ｉｏｎ

ｄｅｐ ｅｎｄｅｎｔ ｍｏｂ ｉ ｌ ｉ ｔｙ ：ｍｏ ｔ ｉ ｏｎ ｂｙ 
ｍ ｉｎｕｓ ｔｈｅ Ｌ ａｐ ｌａｃ ｉ ａｎ ｏ ｆ ｔｈｅ ｍ ｅａｎ ｃｕｒｖａ ｔｕｒｅ

［

Ｊ
］

．Ｅｕ ｒｏ ．Ｊｎ ｌ ． ｏ ｆ Ａｐｐ ｌ ｉ ｅｄ

Ｍ ａｔｈｅｍａ ｔ ｉ ｃ ｓ
，１ ９ ９ ６ ，７ ：２ ８ ７ ３ ０ １ ．

［

１ ４
］Ｄｅ ｃｋｅ ｌｎ ｉ ｃｋＫａｎｄＤ ｚ ｉｕｋＧ ．Ｃｏｎｖｅ ｒｇ ｅｎｃ ｅｏ ｆａｆｉｎ ｉ ｔ ｅｅ ｌｅｍｅｎｔｍｅ ｔｈｏ ｄｆｏ ｒｎｏｎ ｐａｒ ａｍｅ ｔ ｒ ｉ ｃｍｅ ａｎ

ｃｕｒｖａｔｕｒｅｆｉｏｗ
［

Ｊ
］

．Ｎｕｍｅ ｒ ．Ｍ ａ ｔｈ ．

，１ ９ ９ ５ ，７ ２ ：１ ９ ７ ２ ２ ２ ．

［

１ ５
］Ｄｅ ｃｋｅ ｌｎ ｉ ｃｋＫａｎｄＤ ｚ ｉｕｋＧ ．Ｏｎｔｈｅａｐｐｒｏｘ ｉｍ ａｔ ｉ ｏｎｏ ｆｔｈｅｃｕｒｖｅｓｈｏ ｒ ｔ ｅｎ ｉｎｇｆｌｏｗ ．ＩｎＣ ａ ｌｃｕ ｌｕｓｏ ｆ

ｖａｒ ｉ ａｔ ｉ ｏｎｓ
，ａｐｐ ｌ ｉ ｃ ａｔ ｉ ｏｎｓａｎｄｃｏｍｐｕｔ ａｔ ｉｏｎｓ（

Ｐｏｎｔ ａ Ｍｏｕｓ ｓｏｎ
，１ ９ ９ ４

） ，ｖｏ ｌｕｍｅ３ ２ ６ｏ ｆＰ ｉ ｔｍ ａｎＲｅ ｓ ．

Ｎｏ ｔ ｅ ｓＭ ａｔｈ ．Ｓ ｅ ｒ ．

，１ ０ ０ １ ０ ８ ．Ｌｏｎｇｍ ａｎＳ ｃ ｉ ．Ｔｅｃｈ ．

，
Ｈ ａｒ ｌｏｗ

，１ ９ ９ ５
．

［

１ ６
］Ｄｅ ｃｋｅ ｌｎ ｉ ｃｋＫａｎｄＤ ｚ ｉｕｋＧ ．Ｅ ｒ ｒｏ ｒｅ ｓ ｔ ｉｍ ａｔ ｅ ｓ ｆｏ ｒａｓｅｍ ｉ ｉｍｐ ｌ ｉ ｃ ｉ ｔｆｕｌ ｌｙ

ｄ ｉ ｓｃ ｒｅ ｔ ｅｆｉｎ ｉ ｔ ｅｅ ｌｅｍｅｎｔｓｃｈｅｍｅ

ｆｏ ｒｔｈｅｍｅ ａｎｃｕ ｒｖａｔｕｒ ｅｆｌｏｗｏ ｆ
ｇ ｒ ａｐｈｓ

［

Ｊ
］

．Ｉｎｔ ｅ ｒ ｆａｃ ｅ ｓ＆Ｆｒ ｅｅＢ ｏｕｎｄ ａｒ ｉ ｅ ｓ
，２ ０ ０ ０ ，２ ：３４ １ ３ ５ ９ ．

［

１ ７
］Ｄ ｚ ｉｕｋＧ ．Ａｎａ ｌｇｏ ｒ ｉ ｔｈｍｆｏ ｒｅｖｏ ｌｕｔ ｉ ｏｎａｒｙ

ｓｕｒ ｆａｃ ｅ ｓ
［

Ｊ
］

．Ｎｕｍ ｅ ｒ ．Ｍ ａｔｈ ．

，１ ９ ９ １
，５ ８ ：６ ０ ３ ６ １ １ ．

［

１ ８
］Ｄ ｚ ｉｕｋＧ ．Ｃｏｎｖｅ ｒｇｅｎｃ ｅｏ ｆａｓｅｍ ｉ ｄ ｉ ｓ ｃ ｒｅ ｔ ｅｓｃｈｅｍｅｆｏ ｒｔｈｅｃｕｒｖｅｓｈｏ ｒ ｔ ｅｎ ｉｎｇｆｉｏｗ

［

Ｊ
］

．Ｍ ａｔｈ ．Ｍｏｄ ｅ ｌｓ

Ｍｅ ｔｈｏ ｄｓＡｐｐ ｌ ．Ｓ ｃ ｉ ．

，１ ９ ９ ４
，
４ ：５ ８ ９ ６ ０ ６ ．

［

１ ９
］Ｄ ｚ ｉｕｋＧ ．Ｄ ｉ ｓｃ ｒ ｅ ｔ ｅａｎ ｉ ｓｏ ｔ ｒ ｏｐ ｉ ｃｃｕ ｒｖｅｓｈｏ ｒ ｔ ｅｎ ｉｎｇ ｆｉ ｏｗ

［

Ｊ
］

．Ｓ ＩＡＭＪ ．Ｎｕｍ ｅ ｒ ．Ａｎａ ｌ ．

，１ ９ ９ ９
，３ ６ ：１ ８ ０ ８

１ ８ ３ ０ ．

［

２ ０
］Ｄ ｚ ｉｕｋＧ ．Ｃｏｍｐｕ ｔ ａｔ ｉ ｏｎａ ｌ

ｐａｒ ａｍｅ ｔ ｒ ｉ ｃＷ ｉ ｌ ｌｍｏ ｒｅ ｆｉｏｗ
［

Ｊ
］

．Ｎｕｍｅ ｒ ．Ｍ ａｔｈ ．

，２ ０ ０ ６ ，１ １ １ ：５ ５ ８ ０ ．

［

２ １
］Ｄ ｚ ｉｕｋＧａｎｄＥ ｌ ｌ ｉ ｏ ｔ ｔＣＭ ．Ｆ ｉｎ ｉ ｔ ｅｅ ｌｅｍｅｎｔ ｓｏｎｅｖｏ ｌｖ ｉｎｇｓｕｒ ｆａｃ ｅ ｓ

［

Ｊ
］

．ＩＭＡＪ ．Ｎｕｍｅ ｒ ．Ａｎａ ｌ ．

，２ ０ ０ ７ ，

２ ７ ：２ ６ ２ ２ ９ ２ ．

［

２ ２
］Ｄ ｚ ｉｕｋＧａｎｄＥ ｌ ｌ ｉ ｏ ｔ ｔＣＭ ．Ａｆｕ ｌ ｌｙｄ ｉ ｓｃ ｒｅ ｔ ｅｅｖｏ ｌｖ ｉｎｇｓｕｒ ｆａｃ ｅ ｆｉｎ ｉ ｔ ｅｅ ｌ ｅｍｅｎｔｍｅ ｔｈｏｄ

［

Ｊ
］

．Ｓ ＩＡＭＪ ．

Ｎｕｍ ｅ ｒ ．Ａｎａ ｌ ．

，２ ０ １ ２
，５ ０ ：２ ６ ７ ７ ２ ６ ９４ ．

［

２ ３
］Ｄ ｚ ｉｕｋＧａｎｄＥ ｌ ｌ ｉ ｏ ｔ ｔＣＭ ．Ｌ

２

ｅ ｓ ｔ ｉｍ ａｔ ｅ ｓｆｏ ｒｔｈｅｅｖｏ ｌｖ ｉｎｇｓｕｒ ｆａｃ ｅ ｆｉｎ ｉ ｔ ｅｅ ｌｅｍｅｎｔｍｅ ｔｈｏｄ
［

Ｊ
］

．Ｍ ａｔ ｈ ．

Ｃｏｍｐ ．

，２ ０ １ ３
，８ ２ ：１ ２４ ．

［

２４
］Ｄ ｚ ｉｕｋＧ

，Ｌｕｂ ｉ ｃｈＣａｎｄＭ ａｎｓｏｕｒＤ ．Ｒｕｎｇｅ Ｋｕ ｔ ｔ ａｔ ｉｍｅｄ ｉ ｓｃ ｒｅ ｔ ｉ ｚ ａｔ ｉ ｏｎｏ ｆｐａｒ ａｂ ｏ ｌ ｉ ｃｄ ｉ ｆｆｅ ｒｅｎｔ ｉ ａ ｌ

ｅｑｕａｔ ｉｏｎｓｏｎｅｖｏ ｌｖ ｉｎｇｓｕｒ ｆａｃ ｅ ｓ
［

Ｊ
］

．ＩＭＡＪ ．Ｎｕｍｅ ｒ ．Ａｎａ ｌ ．

，２ ０ １ １
，３ ２ ：３ ９ ４ ４ １ ６ ．

［

２ ５
］Ｅ ｌ ｌ ｉ ｏ ｔ ｔＣＭ ａｎｄ Ｆｒ ｉ ｔ ｚ Ｈ ．Ｏｎａｐｐ ｒｏｘ ｉｍ ａｔ ｉｏｎｓ ｏ ｆ ｔｈｅ ｃｕｒｖｅ ｓｈｏ ｒ ｔ ｅｎ ｉｎｇ

ｆｌｏｗａｎｄｏ ｆ ｔｈｅ ｍｅａｎ ｃｕ ｒｖａｔｕ ｒｅ

ｆｌｏｗｂａｓｅｄｏｎｔｈｅＤ ｅＴｕｒ ｃｋｔ ｒ ｉ ｃｋ
［

Ｊ
］

．ＩＭＡＪ ．Ｎｕｍｅ ｒ ．Ａｎａ ｌ ．

，２ ０ １ ７
，３ ７ ：５ ４ ３ ６ ０ ３ ．

［

２ ６
］Ｅ ｌ ｌ ｉ ｏ ｔ ｔＣＭａｎｄＳ ｔ ｉｎｎｅ ｒＢ ．Ｍ ｏｄｅ ｌ ｉｎｇａｎｄｃｏｍｐｕｔ ａｔ ｉｏｎｏ ｆｔｗｏｐｈａｓｅｇｅｏｍｅ ｔ ｒ ｉ ｃｂ ｉ ｏｍｅｍｂｒａｎｅ ｓ

ｕｓ ｉｎｇｓｕｒ ｆａｃ ｅ ｆｉｎ ｉ ｔ ｅｅ ｌｅｍｅｎｔ ｓ
［

Ｊ
］

．Ｊ ．Ｃｏｍｐｕｔ ．Ｐｈｙｓ ．

，２ ０ １ ０
，２ ２ ９ ：６ ５ ８ ５ ６ ６ １ ２ ．

［

２ ７
］Ｈｅ ｌ ｆｒ ｉ ｃｈＷ ．Ｅ ｌａ ｓ ｔ ｉ ｃ

ｐ ｒｏｐ ｅ ｒ ｔ ｉ ｅ ｓｏ ｆ  ｌ ｉｐ ｉｄｂ ｉ ｌ ａｙｅ ｒ ｓ ：ｔｈｅｏ ｒｙ
ａｎｄ

ｐｏ ｓ ｓ ｉｂ ｌｅｅｘｐ ｅ ｒ ｉｍｅｎｔ ｓ
［

Ｊ
］

．Ｚ ｅ ｉ ｔ ｓｃｈｒ ｉ ｆｔｆｕｒ

Ｎ ａｔｕｒ ｆｏ ｒ ｓｃｈｕｎｇＣ ，１ ９ ７ ３
，２ ８ ：６ ９ ３ ７ ０ ３ ．
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［

２ ８
］

［

２ ９
］

［

３ ０
］

［

３ １
］

［

３ ２
］

［

３ ３
］

［

３４
］

［

３ ５
］

［

３ ６
］

［

３ ７
］

［

３ ８
］

［

３ ９
］

［

４ ０
］

［

４ １
］

［

４ ２
］

［

４ ３
］

［

４４
］

［

４ ５
］

［

４ ６
］

［

４ ７
］

Ｉ ｓｈ ｉｄａＳ
，
Ｙａｍ ａｍｏ ｔｏＭ

，
ＡｎｄｏＲ

，
Ｈ ａｃｈ ｉ ｓｕｋａＴ ．Ａｈｙｐ ｅ ｒｂ ｏ ｌ ｉ ｃ

ｇｅｏｍｅ ｔ ｒ ｉ ｃｆｌｏｗｆｏ ｒｅｖｏ ｌｖ ｉｎｇ
ｆｉ ｌｍ ｓａｎｄ

ｆｏａｍ ｓ
［

Ｊ
］

．ＡＣＭＴｒ ａｎｓ ａｃ ｔ ｉｏｎｓｏｎＧ ｒ ａｐｈ ｉ ｃ ｓ
，２ ０ １ ７

，３ ６ ：ａｒ ｔ ｉ ｃ ｌｅ１ ９ ９ ．

Ｈｕ ｉ ｓｋｅｎＧ ．Ｆ ｌｏｗｂｙｍ ｅａｎｃｕｒｖａ ｔｕｒｅｏ ｆｃｏｎｖｅｘｓｕｒ ｆａｃ ｅ ｓ ｉｎｔｏｓｐｈｅ ｒｅ ｓ
［

Ｊ
］

．Ｊ ．Ｄ ｉ ｆｆｅ ｒｅｎｔ ｉ ａ ｌＧ ｅｏｍｅ ｔ ｒｙ ，

１ ９ ８４
，２ ０ ：２ ３ ７ ２ ６ ６ ．

Ｊ ｉ ａｎｇＷａｎｄＬ ｉＢ ．Ａｐ ｅ ｒ ｉｍｅ ｔ ｅ ｒ ｄｅｃ ｒ ｅ ａｓ ｉｎｇａｎｄａｒｅａ ｃｏｎｓｅ ｒｖ ｉｎｇａ ｌｇｏ ｒ ｉ ｔｈｍｆｏ ｒｓｕ ｒ ｆａｃ ｅｄ ｉ ｆｆｕｓ ｉ ｏｎ

ｆｌｏｗｏ ｆｃｕｒｖｅ ｓ
［

Ｊ
］

．Ｊ ．Ｃｏｍｐｕ ｔ ．Ｐｈｙ ｓ ．

，２ ０ ２ １
，
４４ ３ ：ａｒ ｔ ｉ ｃ ｌｅ１ １ ０ ５ ３ １ ．

Ｋｏｖａｃ ｓＢ
，
Ｌ ｉＢａｎｄＬｕｂ ｉ ｃｈＣ ．Ａｃ ｏｎｖｅ ｒｇｅｎｔｅｖｏ ｌｖ ｉｎｇ

ｆｉｎ ｉ ｔ ｅｅ ｌｅｍｅｎｔａ ｌｇｏ ｒ ｉ ｔｈｍ ｆｏ ｒｍｅ ａｎｃｕ ｒｖａｔｕ ｒｅ

ｆｌｏｗｏ ｆｃ ｌｏ ｓｅｄｓｕｒ ｆａｃ ｅ ｓ
［
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