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Abstract: This paper develops a novel erosion  law that  incorporates  the  influence of stress 14 

state  into  the mass  exchange  between  the  liquid  and  solid  phases  for  suffusion,  using  the 15 

coupled  computational  fluid  dynamics  and  the  discrete  element  method  (CFD-DEM) 16 

simulations. To achieve  this,  a  series of CFD-DEM simulation  tests  are  conducted on gap-17 

graded  soil  samples,  followed  by  the  derivation  of  a  new  erosion  law  that  considers  the 18 

influence of  seepage velocity and mechanical conditions. The proposed erosion  law  is  then 19 

integrated  into  a  four-constituent  framework  to  enable  hydromechanical  modeling. 20 

Furthermore,  a  fines-dependent  constitutive  model  based  on  the  critical  state  concept  is 21 

implemented to account for the influence of suffusion on the mechanical behavior of the soil. 22 

The  new model  is  assessed  through  a  series  of  laboratory  hydromechanical  tests,  yielding 23 

satisfactory estimation results. Subsequently, the model is utilized to investigate the influence 24 

of  soil  initial  state,  including  void  ratio,  friction  angle,  fine  content,  and  size  ratio,  on  the 25 

evolution of erosion. Finally,  the mechanical behavior of  soils before and after  suffusion  is 26 

modeled using  the proposed  framework. The  results demonstrate  that  the CFD-DEM-based 27 

erosion law, as well as the hydromechanical model, effectively capture the main characteristics 28 

of soils subjected to suffusion.   29 

Keywords: suffusion; CFD-DEM; hydromechanical modeling; erosion law; gap-graded soil 30 

   31 
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1 Introduction 32 

Suffusion  refers  to  the migration  and  transportation  of  fine  particles  through  the  void 33 

matrix  formed  by  coarse  particles  in  gap-graded  or  internally  unstable  soils,  driven  by  the 34 

seepage  of  water  (Bendahmane  et  al.  2008, Wan  and  Fell  2008,  Fell  and  Fry  2013). This 35 

phenomenon leads to a redistribution of the soil's pore structure, which significantly impacts 36 

both hydraulic and mechanical behavior, thereby influencing soil stability, leading to natural 37 

hazards. The occurrence of suffusion has also been linked to numerous damages and failures 38 

observed in hydraulic earth structures, making it an area of great academic interest (Xiong et 39 

al.  2020,  Qian  et  al.  2021, Wang  et  al.  2022a,  Zhou  et  al.  2023b).  However,  achieving  a 40 

comprehensive understanding of suffusion poses significant challenges due to its involvement 41 

of multiple  phases  (solid  soils  and  liquid water)  and  fields  (hydraulic  and mechanical). To 42 

address this, the development of a solid-liquid-hydro-mechanical model for suffusion is crucial. 43 

Such a model would enable a thorough comprehension of suffusion, facilitating its mitigation 44 

and prevention (Chen et al. 2021).   45 

With  the  aid  of  advanced  numerical  techniques,  the  coupled  Computational  Fluid 46 

Dynamics (CFD) and Discrete Element Method (DEM) have emerged as prominent approaches 47 

extensively employed in suffusion research (Hu et al. 2019, Liu et al. 2020, Xiong et al. 2021, 48 

Wang et al. 2022a). This coupled method allows for the consideration of discrete characteristics 49 

inherent  to  sandy  soils  while  explicitly  accounting  for  solid-liquid  interactions  through 50 

interphase forces. Moreover, DEM serves as a powerful tool for tracking individual particles, 51 

providing  insights  into  the microscopic  interparticle  contact  forces  that  pose  challenges  in 52 



 

4 

 

experimental  quantification.  For  instance,  Zhou  et  al.  (Zhou  et  al.  2022,  2023b)  employed 53 

CFD-DEM to construct a comprehensive set of Representative Volume Element (RVE) samples. 54 

Through systematic analysis, they investigated the impact of particle morphology and cyclic 55 

loading on the progressive development of suffusion. While the CFD-DEM approach has made 56 

significant advancements, it is important to note that existing studies have primarily focused 57 

on small-scale specimens due to the high computational demands involved. Striking a balance 58 

between  the  number  of  particles  and  fluid  mesh  size  is  crucial  to  ensure  computational 59 

feasibility, which may result in certain discrepancies from real-world conditions. For example, 60 

in a validation test conducted by Liu et al. (Liu et al. 2021) using CFD-DEM, the simulated 61 

results exhibited good agreement with experimental trends but displayed some discrepancies 62 

in finer details, such as the critical hydraulic gradient. These discrepancies can be attributed to 63 

simplifications  in particle gradation,  sample  size, and simulation  time within  the numerical 64 

model. To enable the study of suffusion in larger-scale scenarios, such as dams and tunnels, 65 

researchers have developed the four-constituent model within a continuous medium framework 66 

(de  Boer  2000,  Uzuoka  and  Borja  2012,  Schaufler  et  al.  2013).  This  model  conveniently 67 

integrates with the finite element method for solving boundary value problems (BVP) (Yang et 68 

al. 2020, Yin et al. 2020). In this approach, the loss of fine particles is accounted for through 69 

solid and fluid mass exchange. The progression of suffusion is estimated by solving a series of 70 

mass  balance  equations. However,  to  solve  these  governing  equations,  an  erosion  law  that 71 

describes the rate of mass exchange between different phases becomes necessary. 72 

To  date,  considerable  efforts  have  been  dedicated  to  the  development  of  appropriate 73 
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erosion laws (Azadbakht et al. 2020, Deng et al. 2023). Many of these laws are derived from 74 

empirical  formulas  based  on  experimental  observations  (Sterpi  2003,  Cividini  et  al.  2009, 75 

Uzuoka  et  al.  2012,  Khalil  et  al.  2013).  For  example,  Sterpi  (Sterpi  2003)  established  a 76 

relationship between the eroded fines and the hydraulic gradient, as well as erosion time. Liang 77 

(Liang et al. 2019) applied this model to their experiments and found satisfactory results for 78 

specific cases. However, the model failed to provide accurate predictions for different hydraulic 79 

conditions  when  using  constant  material  parameters.  Uzuoka  et  al.(Uzuoka  et  al.  2012) 80 

considered soil porosity and fine content, proposing a relationship between erosion rate and 81 

fluid velocity. Nonetheless, this erosion law still exhibits a significant limitation as it does not 82 

account  for  the  influence of soil stress state on suffusion. Both numerical and experimental 83 

studies have revealed that the development of fine particle erosion is governed by the stress 84 

state of  the soil. Chang et al.  (Chang and Zhang 2013a) and Zhou et al.  (Zhou et al. 2022) 85 

reported  that  deviatoric  stress  can  induce  fabric  anisotropy,  exacerbating  particle  loss. 86 

Furthermore, Liu et al. (Liu et al. 2020) discovered that the mass loss of samples under different 87 

confining pressures  (mean stress) varies. Unfortunately,  there  is currently no erosion model 88 

that adequately considers the influence of soil stress conditions, which poses a hindrance to 89 

hydro-mechanical modeling of suffusion. It is worth noting that Deng et al (Deng et al. 2023) 90 

recently proposed an  erosion  law  that  incorporates  surcharge pressure,  but  the  inclusion of 91 

mean stress and deviatoric stress, which are commonly encountered in soil testing, has not yet 92 

been addressed. Therefore, there is an urgent need for further research to develop a new erosion 93 

law that encompasses the soil stress state. 94 



 

6 

 

This  study  aims  to  propose  a  novel  erosion  law  that  facilitates  the  hydro-mechanical 95 

modeling of suffusion within the framework of the four-phase continuum theory. Notably, the 96 

erosion  law  is  derived  from  the  results  of  CFD-DEM  simulations  rather  than  physical 97 

experiments. This is because, the numerical method is efficient and can pay less effort in labour, 98 

meanwhile it can achieve similar results to tests. In addition, it’s more convenient for CFD-99 

DEM  to  establish  samples  under  different mean  stress  and  the  deviatoric  stress,  so  that  an 100 

erosion law that considers both the complex stress state, as well as the fluid velocity can be 101 

determined.  The  newly  proposed  model,  as  well  as  the  hydro-mechanical  framework  is 102 

validated by a series of laboratory experiments, demonstrating good agreement and indicating 103 

their effectiveness in simulating suffusion in gap-graded soils.     104 

2 CFD-DEM simulations and novel erosion law 105 

The coupled CFD-DEM method is implemented through the integration of three modules, 106 

i.e., DEM, CFD, and the CFD-DEM coupling packages (Kloss et al. 2012). The DEM package 107 

is responsible for solving the governing equations of Newton's motion law, allowing for the 108 

determination of particle velocities, positions, and contact forces (Cundall and Strack 1979). 109 

On  the  other  hand,  the  CFD  package  serves  as  the  solver  for  the  averaged Navier-Stokes 110 

equations, providing fluid pressure and velocity values for each discretized cell in an Eulerian 111 

manner. The interactions between the solid and fluid phases, such as drag forces and pressure 112 

gradient forces, are obtained through the coupling of the CFD and DEM codes. For the sake of 113 

simplicity, the respective governing equations (Zhao and Shan 2013, Hu et al. 2023) for the 114 

different packages are summarized in Appendix A. 115 
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2.1 Testing soils and schemes 116 

The gap-graded soil used  in  this  study  is based on  HK-CDG   mixtures,  consisting of 117 

decomposed granite and sand, as employed in previous experiments (Chang and Zhang 2013a, 118 

Xu et al. 2022). As is shown in Fig. 1, the fine content of HK-CDG is evaluated as 35%. The 119 

particle sizes range from 0.09 to 0.15 mm for the fine particles and from 1.5 to 5 mm for the 120 

coarse  particles.  To  accommodate  computational  limitations,  a  narrower  range  of  grain 121 

diameters is selected and utilized in the CFD-DEM simulations. Following the approach of Liu 122 

et al. (Liu et al. 2021), the simplified soil retains the same fine content, with a constant fine 123 

particle size of 0.2 mm and coarse particle size of 1.2 mm, resulting in a gap ratio (defined as 124 

the size ratio between coarse and fine particles) of 6. The numerical samples are represented as 125 

cuboids composed of ideal spherical particles. To compensate for the discrepancies caused by 126 

the shape simplification, a rolling resistance model is introduced (Ai et al. 2011, Wensrich and 127 

Katterfeld 2012). As shown in Fig. 2, the sample is enclosed by six rigid walls. During suffusion, 128 

the top wall is replaced by a filter with holes that only allows the passage of fine particles. The 129 

seepage direction is set as upward to eliminate the influence of downward gravity (Xiong et al. 130 

2020, Zhou et al. 2023a). The CFD domain has a larger length than the DEM domain to ensure 131 

that  all  particles  are  covered  by  the  fluid.  Other  key  input  parameters,  such  as  friction 132 

coefficient, Young's modulus, and  timestep, are  referenced  from similar  studies  (Qian et al. 133 

2021, Wang et al. 2022b, Xiong et al. 2022), as listed in Table 1. 134 



 

8 

 

 135 
Fig. 1 Grain-size distribution of soils in this study and experiment 136 

 137 
Fig. 2 Illustration of CFD-DEM model 138 

 139 

 140 

 141 

 142 
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Table. 1 Summary of model parameters 143 
Model parameters     

DEM  Young’s modules, E  75 10  
  Poisson’s ratio,     0.3 
  Friction coefficient,  c   0.3 
  Rolling friction coefficient,  r   0.1 
  Time step (s)  72 10  
  Density,  s (kg/m3)  32.65 10  

CFD  Fluid viscosity,   (Pa·s)  31 10  

  Density,  f (kg/m3)  31 10  

  Cells (mm)  1.2 1.2 1.2   
  Time step (s)  32 10  

 144 

The objective of this study is to investigate the influence of seepage velocity, confining 145 

pressure (mean stress) and stress ratio on solid-liquid mass exchange. To achieve this, a total 146 

of 11 samples are established with varying hydraulic gradients ( 2,3,4,6,8,12m/mi  ), mean 147 

stresses  ( 50,100,150,200kPap   )  and  stress  ratios  ( / 0,0.3,0.5,0.75q p    ,where q  is 148 

deviatoric stress) are established. The details of these samples are provided in Table. 2. The 149 

simulation procedure involves initially compressing the samples to the predetermined pressure 150 

using the wall. Subsequently, upward flow is induced by creating a pressure difference between 151 

the inlet and outlet of the CFD domain. Throughout the suffusion process, the stress on the wall 152 

remains  constant.  Fine  particles  are  carried  and migrate within  the  soil matrix,  and  once  a 153 

particle passes  through  the filter,  it  is  removed from the simulation by  the DEM domain  to 154 

simulate mass loss. The simulation time is determined based on the criterion that no further 155 

loss of fines occurs. However, slight differences in simulation time may arise due to different 156 

stress conditions, ranging from 8.5 to 12.5 seconds. 157 

 158 
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Table. 2 Summary of model parameters 159 

No. 
i 

(m/m) 
p 

(kPa) 

  

(q/p) 
Initial void 
ratio e0 

Initial hydraulic 
conductivity k0 (cm/s) 

Simulation 
time (s) 

1  2  50  0 

 
0.335 

 
32.10 10  

8.5 
2  3  50  0  8.5 
3  4  50  0  8.5 
4  8  50  0  8.5 
5  12  50  0  8.5 
6  4  100  0  0.332  32.11 10   8.5 
7  4  150  0  0.328  32.11 10   8.5 
8  4  200  0  0.326  32.16 10   8.5 
9  4  50  0.3  0.321  32.06 10   8.5 
10  4  50  0.5  0.325  32.05 10   12 
11  4  50  0.75  0.335  32.12 10   12.5 

2.2 Results of the fines mass loss 160 

Fig.  3  shows  the  percentage  of  fines mass  loss em  , which  is  given  by  the  ratio  of  the 161 

cumulative lost mass and the initial fines mass. Generally, the evolution of mass loss shows an 162 

initial high rate, followed by a decrease with increasing suffusion time, and eventually reaching 163 

a steady state where the loss of fine particles becomes negligible. These numerical results align 164 

well with observations from physical experiments (Marot et al. 2012, Chang and Zhang 2013b, 165 

Ke  and Takahashi  2014a). As  the  hydraulic  gradient  (seepage  velocity)  increases,  the  fluid 166 

exerts  a  stronger  drag  force  on  fines,  facilitating  particle  transportation  and  resulting  in 167 

increased fines loss. It is noteworthy that the relationship between the maximum mass loss ratio 168 

and seepage velocity exhibits significant nonlinearity. Specifically, when the hydraulic gradient 169 

is  below 2m/m,  the  specimen does  not  exhibit  visible  fines  loss. As  the  hydraulic  gradient 170 

increases to 3m/m, the mass loss slightly increases. However, when the hydraulic gradient is 171 

increased  from  3  to  4m/m,  the  mass  loss  significantly  increases.  Subsequently,  when  the 172 

hydraulic gradient is increased from 4 to 12m/m, the increase in mass loss becomes very limited. 173 
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Laboratory  experiments  (Chang  and  Zhang  2013a)  have  also  confirmed  such  nonlinear 174 

behavior. On the other hand, an increase in mean stress enhances particle connection, thereby 175 

increasing erosion resistance and decreasing mass loss. Conversely, the presence of deviatoric 176 

stress leads to an anisotropic distribution of contact forces, increasing the likelihood of particle 177 

migration and resulting in more fines loss (Zhou et al. 2022, Liu et al. 2023). 178 

   

(a)  (b) 

 

 

(c)   
Fig. 3 Fine particle mass loss ratio for samples under different conditions: (a)confining pressure; (b) 179 

hydraulic gradient; (c) stress ratio 180 

2.3 Novel erosion model 181 

To derive the erosion law in the following section, which describes the rate of volumetric 182 

mass  loss  exchange  from  fine  particles  to  the  fluid,  a  cumulative  mass  equation  is  first 183 
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introduced. Based on the observations from Fig. 3, it is evident that the evolution of the mass 184 

loss ratio follows the patterns of exponential functions. Therefore, the following exponential 185 

formula is proposed: 186 

[1 exp( ( / ) )]a b
e f refm m v p p t     (1) 

where  em  is  the mass  loss  ratio,  and fv  denotes  the  seepage  velocity.  p    and  refp    are  the 187 

mean stress and reference stress, respectively. In this study, the refp is uniformly specified as 188 

50kPa.  t    is  the  suffusion  time.  , ,a b  are  soil-related  material  parameters.  m    is  the 189 

maximum mass loss ratio when seepage erosion stabilizes. It is a function of seepage velocity, 190 

mean stress and stress ratio, given as: 191 

1 2
0

3

exp( / ( / ) )
( , , )

1 exp( ( ))

c
ref p

f
f fc

k p p k M
m v p m

k v v







 
  (2) 

where pM is  the soil peak stress ratio (according to the DEM triaxial results,  the peak stress 192 

ratio for HK-CDG is determined as 0.85 in this study), and  fcv is a critical seepage velocity. 193 

0 1 2 3, , , ,m k k k c   are fitting parameters. Eqn.(2) indicates that for a given confining pressure and 194 

stress ratio, as the seepage velocity increases,  m   approaches  0m , and the mass loss does not 195 

increase infinitely. This is because, based on the tests conducted, there is always a portion of 196 

fines  that  remains  in  the soil  regardless of  the  level of hydraulic gradient. All  the unknown 197 

parameters in Eqn.(3) can be calibrated by fitting the data of the ultimate mass loss ratio  m  198 

under different test conditions. Fig. 4 presents the fitting results of Eqn.(2), and the calibrated 199 

parameters are listed in Table.3. Once the Eqn (2) is determined, it can be substituted into Eqn 200 

(1), allowing the unknown parameters in Eqn (1) to be calibrated using the time evolution curve 201 

of the mass loss ratio obtained from CFD-DEM, as shown in Fig. 5. From the fitting curves in 202 
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Fig. 4 and Fig. 5, it can be found that the proposed mass loss ratio formula can well correspond 203 

to the results from CFD-DEM simualtions for most cases. 204 

   
(a)  (b) 

 

 

(c)   
Fig. 4 The fitting curve of ultimate mass loss ratio for different: (a) seepage velocity; (b) confining 205 

pressure; (c) stress ratio 206 
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(a)  (b) 

 

 

(c)   
Fig. 5 Fitting results of mass loss ratio versus time for cases under different conditions: (a) seepage 207 

velocity; (b) confining pressure; (c) stress ratio 208 

 209 

Table. 3 Parameters of the mass loss ratio model. 210 

Soil     a   b   c   0m   1k   2k   3k   fcv

(cm/s) 

refp

(kPa) 
HK-CDG in this study  178.5  0.75  0.2  1  18.7  -0.15  0.4  8.3  0.8  50 
Liang et al. (Liang et 

al. 2017) 
32  1.5  -0.4  1  17  0.12  0.98  -20  0  20 

 211 

To further validate the effectiveness of the model, the calculated results are compared with 212 

experiments conducted by Liang et al.(Liang et al. 2017) using gap-graded soils (as illustrated 213 

in  Fig.  6).  The  mean  stress  and  deviatoric  stress  in  the  experiments  were  applied  using 214 
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confining and vertical  loading systems,  thus  soil with different  initial  stress  states could be 215 

obtained. Subsequently, the samples were subjected to an upward seepage flow through a water 216 

supply system. By adjusting the height of the upstream water tank, various hydraulic gradients 217 

could be imposed. For the purpose of validation, three samples, featuring different hydraulic 218 

gradients, mean stresses, and stress ratios were selected from the experiments. It’s noticed that 219 

in Eqs.(1)-(2),  the  seepage velocity of  the  specimen during suffusion  is  required. However, 220 

Liang et al. (Liang et al. 2017) did not provide the complete variation of seepage velocity, but 221 

only the final hydraulic gradient. Therefore, it is assumed that the flow velocity ( fv ) remains 222 

constant and satisfies Darcy's law to obtain the required velocity for calculations based on the 223 

permeability coefficient provided in their study. Additionally, the model also requires the value 224 

of the maximum stress ratio  pM , which was also not provided in their experiments. Hence, it 225 

is assumed that its value is 1. It is important to note that these assumptions do not affect the 226 

correctness  of  the model;  they  only  impact  the  calibration  of  parameter magnitudes.  If  an 227 

accurate value  for  pM   is  available  for  the  specimen, only  the magnitude of  the parameter 228 

needs to be adjusted accordingly.   229 

Three groups of results with different hydraulic gradients, mean stresses, and stress ratios 230 

were selected and plotted in Fig. 7, where the dashed lines represent the predicted results from 231 

Eqs (1)- (2). The parameter values used in the calculations are shown in Table. 3. It can be 232 

observed  that  the  proposed  model  successfully  reproduces  the  main  evolution  of  the 233 

experiments, indicating its effectiveness in capturing the suffusion process in gap-graded soils. 234 
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 235 
Fig. 6 PSD of soils and suffusion samples in the study of Liang et al.(Liang et al. 2017)   236 

 237 
Fig. 7 Comparison of results from experiments and fitting 238 

3 Hydromechanical framework for gap-graded soils 239 

3.1 Four constituents model 240 

The soil undergoing suffusion can be considered as a saturated soil. In previous studies, 241 

saturated soil has often been treated as a two-phase medium consisting of fluid and soil skeleton. 242 

However,  erodible  soils  typically  consist  of  coarse  and  fine  particles.  In  this  case,  the  fine 243 

particles can migrate within the pores with infiltrating water flow, while the coarse particles, 244 

serving as the soil skeleton, cannot be transported. Therefore, treating the soil as a two-phase 245 

medium fails to distinguish between the various modes of particle movement during erosion, 246 
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specifically  for  coarse  and  fine  particles.  Recently,  Schaufler  et  al.  (Schaufler  et  al.  2013) 247 

proposed a more detailed distinction within the solid phase of saturated soil, separating it into 248 

the soil skeleton composed of coarse particles, fluid-like fines, and solid-like fines. As shown 249 

in Fig. 8, in a representative elementary volume (REV) of saturated soil, the volume of solid 250 

(dV) consists of four constituents: pure fluid ( ffn ), eroded fluidized fine particles ( fpn , fluid-251 

like), non-eroded erodible fine particles ( sen , solid-like), and the coarse skeleton ( ssn ). The 252 

volume fraction of each constituent is determined as follows: 253 

d
d

i
i Vn

V
   (3) 

where  { , , , }i ff se ss fp ,  iV   is the volume of each corresponding constituent. Then the mass 254 

balance  equations  for  these  four  constituents  can be derived,  as  shown  in Eqs  (4)-(7). The 255 

detailed derivation can be found in the studies by Schaufler et al. (Schaufler et al. 2013) and 256 

Yang et al. (Yang et al. 2019, 2020). 257 

     

(a)    (b)  (c) 

Fig. 8 Simplified modeling of saturated soils: (a) Mesoscale REV; (b) two-constituents continuum model; 258 
(c) four-constituents continuum model 259 

 260 

   div div ˆs s n
t
 

   


v v   (4) 
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       iv i ˆd d vc c
c s c s

f f
nf f

t t



 

   
 

v v   (5) 

   ( ) div div ˆs nc c c
t
 




 wq v   (6) 

   div div 0s wq v   (7) 

where “div” is the divergence operator.   , c , and  cf   are the porosity, concentration of the 261 

fluidized floating fines, and erodible fines content, respectively.  n̂   is  the volume exchange 262 

rate,  describing  the  transformation  from  erodible  fines  to  the  fluidized  fines,  which  is 263 

introduced  in  the  following  section.  sv    denotes  the  soil  skeleton  velocity.  wq  is  the  total 264 

discharge  of  the  pore  fluid.  The  porous  flow  is  assumed  to  be  governed  by  Darcy’s  law, 265 

therefore  wq   can be explicitly given by pore pressure wp : 266 

   w

,
grad

( )
c

w
k

k f
p

c


 
 q   (8) 

where   ,ck f   denotes  the  intrinsic  permeability  of  the  medium,  k  is  is  the  kinematic 267 

viscosity of the fluid,  ( )c   is the density of the mixture defined as: 268 

(1 )s fc c       (9) 

where  s and  f are the densities of solid and fluid, respectively. By specifying an appropriate 269 

erosion rate model  n̂ , the system of partial differential equations can be solved. 270 

3.2 Implementation of erosion law 271 

The volume exchange rate  n̂   in Eqs (4)-(7), also known as the erosion law, represents 272 

the rate at which fine particles are eroded. It can be derived from the mass loss ratio  em . Taking 273 

the derivative of Eqn.(1) yields:   274 

( / ) exp( ( / ) ) ( / ) ( )a b a b a be
f ref f ref f ref e

m v p p m v p p t v p p m m
t

   


   


    (10) 
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Then, based on the definition of the mass loss ratio, which is the ratio between the eroded 275 

fines mass fm   and the initial fines mass 0fm ,  em   can be rewritten as follows: 276 

0 0 0 0 0 0 0

/
/

f f f s f
e

f c c s c

m m m V
m

m m f m f V f



   
      (11) 

where  0m is the initial total mass of soil,  0cf is the initial fine content.  s is the soil density. 277 

fV  and  0V  denotes  the  cumulative  volume  of  eroded  fines  and  initial  volume  of  soil, 278 

respectively. Similarly, differentiating Eqn. (9) yields: 279 

0

0

( / )1 fe

c

V Vm
t f t

 


 
  (12) 

Submitting  0( / )
ˆ fV V
n

t
 




  into Eqn.(10), the volume exchange rate can be expressed 280 

by:   281 

0ˆ ( / ) ( )a b
f ref e cn v p p m m f     (13) 

where  m is the final mass loss ratio, given by Eqn.(2).  ( )em m  denotes the residual fraction 282 

of the erodible fines.   283 

Several researchers have proposed different erosion laws based on experimental results 284 

(Vardoulakis et al. 1996, Reddi et al. 2000, Steeb et al. 2007, Schaufler et al. 2013, Yin et al. 285 

2020). However, these criteria often only consider erosion in relation to hydraulic gradient or 286 

seepage velocity. Nevertheless, both physical experiments (Chang and Zhang 2011, Chen and 287 

Zhang 2021) and numerical results (Liu et al. 2023) have demonstrated that the erosion law is 288 

also closely related to the stress state of the soil. In comparison to existing criteria, the newly 289 

proposed law (Eqn.(11) and Eqn. (2)) not only takes into account the seepage velocity but also 290 

incorporates  the  influence  of mean  stress  p    and  stress  ratio      ( /q p  ).  Consequently,  it 291 
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provides a foundation for establishing a hydromechanical model that considers the suffusion 292 

process. 293 

3.3 Critical state-based and fines-dependent mechanical model 294 

In order to realise the hydromechanical modeling for suffusion, an appropriate mechanical 295 

constitutive model  is  of great  importance. Yang  et  al.[19]  pointed  out  that  the  influence  of 296 

erosion on mechanical responses includes two aspects: first, the decrease of particles reduces 297 

the soil shear stiffness, leading to an increase in deformation of the granular assembly. Second, 298 

soil  friction  properties,  for  example,  sliding  resistance,  can  be  changed  due  to  erosion. 299 

Therefore, an exponential constitutive function proposed by Yin et al. [47,48], which integrates 300 

the  effect  of  nonlinear  elasticity,  nonlinear  stress  dilatancy,  critical  state  concept  and 301 

interlocking  effect  is  introduced  in  this  study  to  characterize  the mechanical  properties  of 302 

granular materials. A brief  introduction to this model  is presented in Appendix B, and more 303 

details can be found in (Jin et al. 2017, Yin et al. 2018, Wu 2019). The constitutive equations 304 

under axisymmetric triaxial conditions can be written as: 305 

v d pt d[1 exp( )]qp K A M d
p

   
  

      
  

  (14) 

d
p

3 1 q qq G p
pM p

  
 

    
 

  (15) 

where  K   and  G   denote the bulk moduli and shear moduli, respectively.  v   and  d   are 306 

volumetric and shear strain.  ptM is the slope of the phase transformation line.  dA   and  d   are 307 

the stress-dilatancy parameters. 308 

It’s also worth noting that when fine particles within the soil are eroded, the porosity as 309 
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well as fine content vary correspondingly. Studies have illustrated that the mechanical response 310 

of gap-graded soils  is highly dependent on fine content  (Yin et al. 2014, 2016).  In order  to 311 

correctly reflect the mechanical variation induced by erosion, the above model can further be 312 

enhanced. Yin et al.(Yin et al. 2014) studied the behavior of sand-silt mixtures with varying 313 

fines content, and pointed out that fines content induces the motion of critical state line (CSL) 314 

in  loge p   (Chang and Yin 2011, Xiong et al. 2020) of the soil mixtures. They concluded the 315 

critical model as: 316 

c cr0
at

pe e
p




 

   
 

  (16) 
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  (17) 

where  ce   is the critical state void ratio.  atp is atmospheric pressure.  0cre is the reference 317 

critical void ratio at extremely low confining pressure.  th f is the threshold fines content from 318 

the coarse grains skeleton to the fine grains skeleton.     and     are the material parameters 319 

determining  the  non-linearity  of  the  CSL. , 0hc cre    and  , 0hf cre    are  the  reference  critical  void 320 

ratios for the pure sand ( 0cf  ) and the pure silt ( 100cf  ), respectively.  dR   is the ratio of 321 

the mean size of coarse particle and the mean size of fine particle.   controls the transition 322 

zone between the sandy silt and the silty sand.  1m and  2m are material constants.   323 

Through the aforementioned model, it can be observed that, on one hand, the variations 324 

in soil stiffness and strength are related to the changes in void ratio induced by particle loss 325 

(see Appendix B). On  the other hand,  the  soil  critical  state  line can also  shift with  the  fine 326 
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content during erosion (see Eqs. (16)-(17)).   327 

3.4 Numerical scheme of hydromechanical modeling  328 

It’s noticed that the framework in this study realizes the two-way full coupling between 329 

erosion and mechanical response. On the one hand,  the stress state of  the soil  is considered 330 

through the proposed erosion law, which controls the erosion evolution. On the other hand, the 331 

effect  of  erosion  on  mechanical  behaviour  is  considered  through  two  aspects.  Firstly,  the 332 

erosion-induced  cf   variation is directly linked to the position of CSL in the constitutive model. 333 

Secondly, erosion-induced void ratio increase also changes the soil's peak strength and stiffness.   334 

Using the above framework, the hydromechanical modeling can be implemented for internal 335 

erosion tests. Unlike the traditional triaxial experiments, the soil specimen during the erosion 336 

test is normally subjected to constant boundary stresses. Therefore, the strain change is actually 337 

induced by the variation of peak strength ratio and stiffness, as: 338 

p p p p( ) ( 1)
d

p p

( ln ) ( ln )i iM M M M
G M G M 

 
 

   
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
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  (19)                 

where the superscript ( i ) represents the current loading step and ( 1i  ) is the previous loading 339 

step. The incremental void ratio also includes two parts, e.g., the void ratio induced by the body 340 

deformation and fine particle volume loss caused by erosion, given: 341 

total  erosion ( ) ( ) (1 )ve e e         (20) 

Through the given boundary conditions and erosion law  n̂ ,  the aforementioned partial 342 

differential  equations  are  explicitly  solved  in  time  and  by  the  FDM  (i.e.,  finite  difference 343 
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method) in space. At the timestep  i , the value of skeleton displacement  1i
s
u   (note that soil 344 

solid  velocity  1i
sv     can  be  explicitly  derived  through  1i

s
u  ),  the  pore  pressure  1i

wp   ,  the 345 

porosity  1i   ,  the  fines  content  1i
cf
  ,  and  the  concentration  of  fluidized  particles  1ic     of 346 

timestep  ( 1i   )  are  used  to  calculate  i
wp  , i  , i

cf    and  ic    through Eqs.(4)-(8). Afterwards, 347 

i
wp ,  i , i

cf   and  ic   are incorporated into Eqs.(18)-(19) to update the soil strain increment 348 

( d
i and  i

v ) and i
su . Then, the obtained  i

su , i
wp ,  i , i

cf   and  ic , as an initial condition, 349 

can be used for the next loop until the end of the modeling. 350 

4 Validation and discussion 351 

The framework presented in Section 3 is highly suitable for conducting triaxial suffusion 352 

tests, which involve subjecting soil to constant stress while observing erosion processes. It is 353 

noticed that Chang et al. (Chang and Zhang 2011, 2013a) conducted suffusion tests using an 354 

adapted stress-controlled erosion apparatus. The evolution of suffusion under complex stress 355 

states, as well as  the soil stress-strain  response subjected  to suffusion are presented  in  their 356 

study, which can be used to validate the numerical model in this study. 357 

4.1 Description of laboratory suffusion tests  358 

Chang et al. (Chang and Zhang 2011, 2013a) carried out the suffusion tests on gap-graded 359 

HK-CDG granular  soil, with  the GSD shown  in Fig. 1. The samples, measuring 100mm in 360 

height and 100mm in diameter, were initially subjected to isotropic compression to achieve a 361 

predetermined confining pressure. Subsequently, the vertical stress was increased to induce an 362 

anisotropic stress state. Upon completion of the loading phase, a seepage flow, parallel to the 363 

principal stress of the sample, was introduced through a water supply system connected to the 364 



 

24 

 

triaxial apparatus. The applied water pressure followed a non-uniformly varying pattern. As is 365 

illustrated in Fig. 9, each stage of the hydraulic gradient within the sample lasts 10 mins, and 366 

the  increase magnitude  is 0.15 m/m  for  m1.0 / mi  ,  0.25 m/m  for  m1 m.0 m 2/m  /.0 i  , 367 

and 0.50 m/m for  m2.0 / mi  . For each gradient level, the hydraulic pressure was increased 368 

within the first 2 minutes and then kept constant for the following 8 minutes to ensure there 369 

was no more soil loss. Throughout the suffusion process, the external stress remained constant, 370 

while the weight of the eroded mass and the outflow rate were continuously monitored. Fig. 10 371 

presents the deformation of the sample before and after suffusion. Detailed soil properties such 372 

as density, initial void ratio, and hydraulic conductivity can be found in the works of Chang 373 

and Zhang (Chang and Zhang 2011, 2013a).   374 

 375 
Fig. 9 Hydraulic gradient applied during suffusion tests 376 
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Fig. 10 Deformation of specimen before and after suffusion (Chang and Zhang (Chang and Zhang 2013a)) 377 

Prior  to  conducting  hydromechanical  calculations,  it  is  essential  to  calibrate  the 378 

parameters  involved  in  the  model,  which  include  soil  physical  parameters,  mechanical 379 

parameters  ( 0 0, , , , dK G n d A   , c     in  Eqs.(B1)-(B5)),  CSL-related  parameters  ( ,    ,380 

, 0 1 th  , 0 2, , , ,, ,hc cr hf cr de m f e m R   in  Eqs.(16)-(17)),  and  erosion-related  parameters 381 

( 1 2 3, , , , , , , fca b c k k k v  in  Eqs.(1)-(2)). The  soil  physical  parameters  can  be  directly  obtained 382 

from the values provided in the experiments. The mechanical parameters can be determined by 383 

fitting  the  stress-strain  relationships  reported  in  the  triaxial  tests  conducted  by  Chang  and 384 

Zhang  (Chang  and  Zhang  2013a)  (the  fitting  results  can  be  found  in  (Yang  et  al.  2020)). 385 

However,  the  determination  of  CSL-related  parameters  is  more  complex  due  to  limited 386 

experimental  data.  Fortunately,  Yin  et  al.(Yin  et  al.  2014)  have  conducted  a  series  of 387 

experiments on soil critical state for coarse-fine mixtures, which are similar to gap-graded soils, 388 

aligning well with the objectives of this study. Therefore, the CSL-related parameters are fitted 389 

using the results obtained by Yin et al. (Yin et al. 2014). For example, Fig. 11 illustrates the 390 

fitting results compared to the experiments using Eqn. (17). Furthermore, some scholars (Jin et 391 

al. 2018) have also developed optimization methods for the determination of the mechanical 392 

parameters, and more information can be found in their related studies. For the erosion-related 393 
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parameters, they can be determined by fitting the mass loss results reported in the experiments 394 

(Chang and Zhang 2013a). All the parameters used in the model are summarized in Table.4.   395 

 396 
Fig. 11 Determination of CSL related parameters   397 

 398 

4.2 Comparison between simulations and experiments  399 

According  to  the  previous  calculation  scheme  and  determined  parameters,  the  simulation 400 

results  are  obtained  and  compared  with  the  results  from  experimental  samples 401 

 GS-C-1, GS-C-5, GS-C-6  (Chang  2012),  as  shown  in  Fig.  12.  The  erosion  tests  for  these 402 

samples were conducted with a confining stress of 50 kPa and deviatoric stresses of 0, 100, and 403 

150  kPa,  corresponding  to  stress  ratios  of  0   ,  1.2    and  1.5  ,  respectively.  Fig.  12(a) 404 

presents the cumulative eroded soil weights for these tests. It is clear that the eroded mass rises 405 

with the stress ratio, highlighting the substantial impact of stress state on erosion. This trend 406 

can  be  attributed  to  the  loss  of  fine  particles,  which  triggers  a  reconfiguration  of  the  soil 407 

microstructure. As a result, the soil transitions from an anisotropic state to an isotropic state 408 

(Zhou et al. 2022, Liu et al. 2023). Therefore, a more pronounced initial stress anisotropy leads 409 
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to a more intense particle adjustment, resulting in a greater amount of mass loss. The findings 410 

indicate that the proposed model effectively replicates the overall erosion evolution process, 411 

with the final eroded mass at the stable stage increasing in line with the stress ratio. Furthermore, 412 

it should be noted that for sample GS-C-1 under isotropic stress, the mass loss exhibits a sharp 413 

increase  between  Time=100-180  min,  and  the  simulation  results  successfully  capture  this 414 

significant rise during the same time period. However, there are also noticeable discrepancies 415 

between  the  model  and  the  experimental  results  for  samples  GS-C-5  and  GS-C-6  under 416 

anisotropic stress states. The model fails to accurately capture the turning point (i.e., critical 417 

gradient) that corresponds to the abrupt change in eroded mass. Specifically, the mass loss of 418 

sample GS-C-5 begins to increase rapidly around Time=200 min, whereas the model predicts 419 

this  increase  at  around  Time=120  min.  There  are  several  possible  reasons  for  these 420 

discrepancies.  Firstly,  the  erosion  law  adopted  in  the  model  is  derived  from  CFD-DEM 421 

simulations. However,  it  has been  suggested by Cheng et  al.  (Cheng et  al.  2021)  that  such 422 

unresolved CFD-DEM simulations may not provide accurate results for determining the critical 423 

gradient. Secondly, the numerical model utilizes the finite difference method, treating the soil 424 

as a representative elementary volume, and does not consider the spatial inhomogeneity of the 425 

soil. In contrast, soil samples in the experiments inherently possess variations in void ratio and 426 

fine content, leading to deviations from the model predictions. 427 

 428 
 429 
 430 
 431 
 432 
 433 
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Table. 4 Parameters used in the hydramechanical model 434 

Physical 
properties of 
HK-CDG soil 

Density of fluid   f   1.00g/cm3 

Density of soil   s   2.65g/cm3 

Kinematic viscosity of 
fluid  k   6 25.0 10 /m s  

Initial fines content   0cf   0.35 
Initial permeability   0k   57.5 10 /m s  
Initial void ratio   0e   0.53 

 Mechanical 
constants of 
HK-CDG 
mixture 

Elastic 
parameters 

0K   50MPa 

0G   16.7MPa 

n 0.95 

pn  4 

dn   10 

Dilatancy 
parameters 

d 18 

dA  0.35 

CSL-related 
parameters 

, 0hc cre   0.776 

, 0fc cre   0.87 

   0.45 

   0.03 

1m   0.751 

2m   0.474 

c   40.5 

Erosion model 
parameters 

Erosion rate 
controlling parameters 

   1 
a   0.87 

b   -1.5 

Final mass loss 
controlling parameters 

0m   3.84 
c   8 

1k   -0.05 

2k   0.7 

3k   -0.4 

fcv   4.2  /cm s  

 435 

 436 
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Fig.  12(b)  illustrates  the  evolution  of  hydraulic  conductivity.  It  is  observed  that  after 437 

erosion occurs, the permeability of the soil increases as the particles decrease. Experimental 438 

findings indicate that after reaching its peak, the permeability decreases during the later stages 439 

of seepage erosion. When compared with numerical models, the proposed model in this study 440 

accurately predicts  the growth process of permeability and  the peak values achieved by  the 441 

specimens  under  different  stress  conditions.  However,  unlike  the  experiments,  the  model-442 

calculated  permeability maintains  a  nearly  constant  value  after  reaching  the  peak,  without 443 

exhibiting a decrease. This discrepancy can be attributed to the occurrence of local clogging 444 

within the specimens. In actual seepage processes, fine particles can be lost through the pores 445 

of the soil skeleton, but they can also undergo self-filtration, leading to the aggregation of fine 446 

particles within the pores and reducing local permeability. Unfortunately, the numerical model 447 

does not consider the heterogeneity of the specimens and thus is unable to account for local 448 

clogging phenomena or accurately reflect the decrease in permeability observed during the later 449 

stages of erosion. 450 

Fig. 12 (c)-(d) depicts the axial and radial strain induced by erosion. It is observed that 451 

soil  deformation  becomes  more  pronounced  with  increasing  stress  ratio.  In  general,  the 452 

proposed model  effectively  captures  both  the  rapid  deformation  phase  and  the  subsequent 453 

stable stage of soil. However, it should be noted that there are still discrepancies observed for 454 

certain  samples,  such  as  sample GS-C-5. There  are  two main  reasons  for  this  discrepancy. 455 

Firstly, the parameters related to mechanical behavior in the model were fitted from a similar 456 

study, rather than directly from HK-CDG data, due to the lack of available data. This difference 457 
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in  parameter  selection  could  affect  the  model's  ability  to  accurately  estimate  the  strains. 458 

Secondly, in the erosion tests, the stress state was maintained constant throughout, implying 459 

that the strains are solely influenced by the eroded particles. As mentioned earlier, there are 460 

differences  in  the  cumulative  mass  loss  results  between  the  model  and  experiments. 461 

Consequently, the strains predicted by the model also exhibit slight variations compared to the 462 

experimental data. 463 

   
(a)  (b) 

   
(c)  (d) 

Fig. 12    Comparison between experiments and numerical simulations: (a) cumulative mass; (b) evolution 464 
of hydraulic conductivity; (c) axial strain; (d) radial strain 465 

 466 

It  is  worth  mentioning  that  Yang  et  al.(Yang  et  al.  2020)  have  made  an  attempt  to 467 
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incorporate the influence of shear stress into the erosion law proposed by Uzuoka et al.(Uzuoka 468 

et al. 2012). Therefore, Fig. 13 compares the erosion law proposed in this study with the one 469 

proposed by Yang et al and Uzuoka et al. The results show that under zero stress ratio, both 470 

models yield similar calculations. However, Uzuoka et al.'s model can not estimate the results 471 

for anisotropic stress conditions, and the accuracy of Yang et al.'s model diminishes under high 472 

stress ratios. It becomes challenging for their model to adequately capture the differences in 473 

cumulative mass  loss  and  variations  in  permeability  coefficient  between  the  two groups  of 474 

models, i.e.,  1.2    and  1.5  . Furthermore, it can be observed that all these models suffer 475 

from  the  same  limitation  of  not  considering  particle  clogging  effects  and  non-uniformity. 476 

Consequently,  there are discrepancies between  the model predictions and experimental data 477 

regarding changes in the hydraulic permeability coefficient during the later stages of erosion. 478 

This highlights the need for improvement in future models to better account for these factors.   479 

   
(a) Eroded soil mass  (b) Hydraulic conductivity 

Fig. 13 Comparison of different erosion laws 480 

4.3 Influence of soil initial state on suffusion response 481 

The analysis conducted above provides compelling evidence for the efficacy of the erosion 482 

model based on CFD-DEM, in conjunction with the hydromechanical framework presented in 483 
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this  study,  to  accurately  capture  the  fundamental  features  of  soil  subjected  to  suffusion. 484 

Consequently, a series of additional erosion simulations is carried out to explore the impact of 485 

various influencing factors. 486 

Fig. 14 (a) depicts the mass loss of soils with different void ratios 0e , revealing that denser 487 

samples exhibit lower mass loss under the same stress conditions. In the proposed model, the 488 

direct incorporation of void ratio into the erosion law is not employed. Instead, void ratio is 489 

considered in the calculation of CSL, mechanical stiffness, and hydraulic velocity. A higher 490 

void  ratio  results  in  increased  hydraulic  conductivity  and,  consequently,  a  larger  seepage 491 

velocity  under  the  same  input  gradient. Additionally,  the  influence  of  soil  friction  angle  is 492 

investigated and presented  in Fig. 14(b).  It  is observed  that a higher  friction angle  leads  to 493 

increased  resistance  to  erosion.  Furthermore,  the mass  loss  gradually  decreases with  larger 494 

friction angles, whereas at smaller friction angles, the soil sample undergoes more deformation 495 

at the same stress level, resulting in a sudden surge in mass loss, for instance, at  33c   and 496 

T = 200min. Fig. 14(c) illustrates the impact of initial fines content  0cf   on erosion, revealing 497 

that it not only affects the final mass loss but also the temporal progression of erosion. The 498 

cumulative mass loss increases with higher fines content. Moreover, as fine content increases, 499 

the soil transitions from an underfilled to an overfilled state, causing fine particles to participate 500 

in more stress transfer and consequently exhibit greater erosion resistance. As a result, samples 501 

with higher fines content initiate suffusion at a relatively later stage compared to those with 502 

lower  fines  content,  demonstrating  that  greater  hydraulic  gradients  are  required  to  induce 503 

particle migration  in  overfilled  soils.  Fig.  14(d)  investigates  the  influence  of  size  ratio dR  , 504 
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defined as the ratio of coarse to fine particle sizes, on the erosion process. This exploration is 505 

motivated by the significant impact of the coarse-to-fine particle ratio on soil properties in gap-506 

graded mixtures. The results obtained demonstrate that the current hydromechanical coupling 507 

model  effectively  captures  the  mass  loss  variations  corresponding  to  different  size  ratios. 508 

Specifically, as the size ratio increases, the mass loss also exhibits an increasing trend. Xie et 509 

al. (Xie et al. 2023) also noted that the larger the size ratio, the less contribution is made by the 510 

fine particles in bearing forces. Consequently, the resistance to erosion decreases, leading to 511 

higher mass loss.   512 

   
(a)  (b) 

   
(c)  (d) 

Fig. 14 Cumulative mass loss for samples with different (a) void ratio; (b) friction angle; (c) size ratio 513 
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4.4 Soil mechanical response subjected to suffusion 514 

Previous studies (Ke and Takahashi 2014b, Qian et al. 2021) have reported variations in 515 

soil strength subsequent to erosion. In this section, drained triaxial tests are simulated on pre- 516 

and post-suffusion samples to investigate the effect of soil strength by erosion using existing 517 

models. Samples with different initial void ratios and fine contents were selected and subjected 518 

to shear tests.   519 

Fig.  15(a)  presents  the  relationship  between  deviatoric  stress  and  axial  strain  prior  to 520 

erosion,  indicating  a  transition  from  a  hardening  to  a  softening  stress-strain  behavior  with 521 

decreasing initial void ratio. This shift corresponds to a transformation from dilative behavior 522 

to contractive behavior, as demonstrated in Fig. 15(b). Upon erosion, a significant decrease in 523 

the peak strength of  the  soil  specimens  is observed. Specifically,  the  stress-strain curves of 524 

initially  dense  specimens  ( 0 0.43,0.45, and 0.47e   )  shift  from  a  softening-type  behavior 525 

prior  to  erosion  to  a hardening-type behavior,  accompanied by  a notable  reduction  in peak 526 

strength. For instance, the specimen with an initial void ratio of 0.43 displays a peak strength 527 

of approximately 330 kPa before erosion, which decreases to around 230 kPa after erosion. 528 

Meanwhile, no shear dilative behavior is observed in the change of void ratios for these samples 529 

subsequent  to  erosion.  However,  it  is  important  to  note  that  the  initially  loose  specimen 530 

( 0 0.49e  ) exhibits a slight increase in strength after erosion, along with a minor shear dilative 531 

response in the change of void ratios. These observations can be attributed to two key factors 532 

influencing the mechanical behavior of the soil post-erosion. Firstly, the loss of mass during 533 

erosion leads to an enlargement of the void ratios, consequently resulting in a reduction in soil 534 
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strength. Conversely,  for  gap-graded  soils, when  the  fine  content  cf    falls  below  a  certain 535 

threshold value (typically  cf = 35%), a decrease in  cf   actually leads to an increase in soil 536 

strength  (Shire  et  al.  2014, Yin  et  al.  2014,  Taha  et  al.  2019). As  a  result,  initially  dense 537 

specimens are more susceptible to the increase in void ratios after erosion, which significantly 538 

reduces their strength. In contrast, initially loose specimens are less affected by changes in void 539 

ratios,  and  the  decrease  in  cf    enhances  force  transmission  through  the  coarse  skeleton, 540 

thereby  leading  to  an  increase  in  soil  strength.  In  order  to  validate  the  above  findings,  the 541 

influence  of  the  initial  fine  content  0cf   on  the mechanical  response  is  analyzed  using  the 542 

framework. As  is  illustrated  in Fig.  16,  the  soil  strength decreases with  an  increase  in  0cf  543 

when  0cf <35% prior to erosion, whereas it increases with an increase in  0cf   when  0cf >35%. 544 

Such non-linear variation corresponds well with previous studies (Shire et al. 2014, Yin et al. 545 

2014, Taha et al. 2019). Moreover, the samples with a fine content of 15%, 25% and 40% show 546 

the shear dilatancy in void ratio, while the sample with a fine content of 35% shows the shear 547 

contraction.  Following  erosion,  the  initially  dense  sample  ( 0 15%, 25%, and 40%cf   )  also 548 

displays a reduction in strength, whereas the initially loose sample ( 0 35%cf  ) exhibits a slight 549 

increase in strength.     550 



 

36 

 

   
(a)  (b) 

   
(c)  (d) 

Fig. 15 Results of drained triaxial tests for the sample with different void ratios before and after erosion: 551 
(a,c) deviatoric stress versus axial strain; (b,d) void ratio versus axial strain. 552 

   
(a)  (b) 
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(c)  (d) 

Fig. 16 Results of drained triaxial tests for sample with different fine contents before and after erosion: 553 
(a,c) deviatoric stress versus axial strain; (b,d) void ratio versus axial strain. 554 

5 Conclusion 555 

In this study, a novel erosion law has been proposed based on simulation results obtained 556 

from coupled CFD-DEM models. The erosion law takes into account both hydraulic conditions 557 

and soil stress states. Subsequently, it was integrated into a four-constituent continuum model, 558 

coupled with a critical state-based fines-dependent constitutive model, enabling the realization 559 

of  hydromechanical modeling  of  gap-graded  soils with  suffusion. To  validate  the  proposed 560 

erosion  with  the  framework,  a  series  of  erosion  tests  was  simulated  and  compared  with 561 

experimental  data.  Furthermore,  the  model  was  utilized  to  investigate  the  influence  of 562 

significant  factors  on  erosion  evolution  and  the  subsequent  variation  in  soil  strength  after 563 

erosion. The key findings and conclusions are summarized as follows: 564 

  (1) According to the CFD-DEM simulations, an exponential model is found appropriate 565 

to  represent evolution of mass  loss  induced by erosion  for  samples under different  seepage 566 

velocities,  mean  stress  and  shear  stress  ratios.  By  a  set  of  appropriate  parameters,  the 567 
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experimental observation can be well captured using the proposed erosion model.     568 

(2) The established hydromechanical model achieves a two-way coupling between erosion 569 

and soil mechanical behavior.  It  incorporates  the  influence of  stress on erosion  through  the 570 

erosion rate, while also accounting for the impact of erosion on stress through the fine content-571 

related  critical  state  theory. As  a  result,  this  framework  effectively  captures  the  essential 572 

characteristics  of  suffusion  specimens  subjected  to  various  stress  states  and  hydraulic 573 

conditions.   574 

(3) The  current  framework  effectively  showcases  the  influence  of multiple  factors  on 575 

suffusion phenomena, underscoring  its wide  applicability  in  the  field of  suffusion  analysis. 576 

Moreover,  it  successfully captures  the variations  in soil mechanical  response resulting from 577 

suffusion. Drained triaxial tests reveal that erosion has a detrimental impact on the initial dense 578 

soil sample,  leading to a reduction in soil strength. Conversely, for  the initial  loose sample, 579 

erosion exhibits a subtle enhancement in peak strength.   580 

(4) The  findings of  this  study demonstrate  the  successful utilization of  the CFD-DEM 581 

simulations-based  erosion  law  in  hydromechanical  modeling.  Remarkably,  the  developed 582 

model is incorporated within the continuum medium framework, indicating the feasibility of 583 

solving governing equations through various numerical methods, such as finite difference or 584 

element methods.   585 

Although  the  overall  results  demonstrate  a  reasonably  satisfactory  agreement,  it  is 586 

important  to  acknowledge  that  the  absence  of  considering  sample  inhomogeneity  may 587 

introduce  certain  discrepancies.  This  highlights  the  need  for  future  studies  to  explore  and 588 
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address this aspect to further enhance the model's accuracy and applicability. 589 
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 604 

Appendix A. Methodology of coupled CFD-DEM 605 

Governing equations  606 

The CFD-DEM calculations are realized by the following governing equations, where Eqs. 607 

A1-A2  describe  the  particle  motion  according  to  Newton's  motion  laws,  and  Eqs. A3-A4 608 
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describe the fluid velocity and pressure according to the averaged Navier–Stokes equation:   609 
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where im is the mass of particle i , and iI denotes the moment of inertia.  iv is translational 610 

velocity,  and iω  is  the  angular  velocity.  j
if  and  j

iM  represent  the  contact  force  and  torque 611 

between particle i and j. N is the total contact number.  p
i
f f is the interaction force exerted on 612 

particle by the flow.  f p
i
M is torque from the fluid velocity gradient.  f is the fluid volume 613 

fraction for each fluid cell.  p   is the averaged pressure, and  fu is the averaged velocity of the 614 

fluid. f and  f are fluid density and shear stress tensor of the fluid, respectively.  p ff   is the 615 

interaction force exerted on flow by the particles, which is given by  1

N
f p

pp f
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  
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f , and 616 

cV is the cell volume. 617 

Appendix B. Critical state-based constitutive model 618 

The  constitutive  model  is  developed  based  on  an  exponential  frictional  model  by 619 

implementing the nonlinear elasticity, nonlinear stress dilatancy and critical state concept (Yin 620 

et al. 2018, Wu et al. 2019). The elasticity is given: 621 
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The yield function is 622 
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The nonlinear stress dilatancy is 623 
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The critical state line and interlocking effect are 624 
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where  p  is  is  the  mean  effective  stress.  0G    is  reference  bulk  moduli,  and  0K    is 625 

reference  shear  moduli.  e    denotes  the  current  void  ratio.  atp  is  the  is  the  atmospheric 626 

pressure.  n    represents  a  nonlinear  elastic  constant.  pM    is  peak  stress  ratio.  pk  represents 627 

plastic modulus.  dA   and  d   is a constant controlling the magnitude of the stress-dilatancy. 628 

ce    is  the  critical  state  void  ratio.  0cre  is  the  reference  critical  void  ratio  at  extremely  low 629 

confining pressure.     and     are  the material parameters determining  the non-linearity of 630 

the CSL.  p   and  pt   are peak friction angle and phase transition angle.  c   is friction angle. 631 
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pn   and  dn   are model interlocking parameters. 632 

   633 
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