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摘 � 要:以计算香港大地水准面为例, 着重研究了以下几点: � DTM 的分辨率对地形改正的影响; � 质量柱体

地形模型与质量线地形模型对计算地形改正的差异; � 采用Helmert凝聚改正法,计算地形对大地水准面的间

接影响; �比较经典 Stokes�Helmert方法与 Sj�oberg方法计算地形对大地水准面的影响。
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� � 物理大地测量的理论与实践表明, 地形起伏

反映了重力场的不规则变化, 精确确定地形对地

球重力场影响的研究是至关重要的, 如重力数据

和航空重力数据的归算和格网化(拟合推估) , 利

用移去�恢复技术联合地面重力数据、航空重力数
据、数字地形模型( DTM)和全球重力场模型确定

高精度局部大地水准面等。应用 Stokes公式计算

大地水准面的前提是大地水准面外部不存在质

量,这就要求对地面重力数据或航空重力数据等

进行归算。移去大地水准面外部地形质量的影响

称为地形的直接影响(如经典地形改正) ;而恢复

地形质量带来的影响称为间接影响, 其中应包括

大地水准面与调整大地水准面的差异。确定大地

水准面中地形影响的误差主要来源于: � DTM 的

精度和分辨率的影响; � 地形改正方法的不同和

计算模型的近似处理造成的误差; � 地壳密度的
不均匀性(密度异常)引起的误差。就地形改正方

法而言,均衡改正、Helmert 凝聚改正、残差地形模

型( RTM)和 Helmert�RTM 组合法更贴近于物理大

地测量实际,其中除 Helmert凝聚改正方法以外,

其他 3种方法得到的均是似大地水准面, 因此应

顾及大地水准面与似大地水准面之间的差异。文

献[ 1]的研究和计算表明, 尽管利用经典 Helmert

改正、RTM 和 Helmert�RTM 组合法计算的结果均

与GPS水准数据符合较好,但这 3种方法计算结

果之间的符合度在一般山区只有 5cm, 最大差值

达到 26cm。Helmert�RTM 组合法的结果最好。这

说明在局部大地水准面的计算中, 所采用的地形

改正方法很重要。此外, 文献[ 2]对某一山区(该

地区地壳密度变化达 10% )的试算表明, 地壳密

度的横向不均匀变化对地面重力异常的影响为几

个mGal, 对大地水准面差距的影响可达 cm 级。

因此, cm级局部大地水准面的确定应仔细研究和

确定地形的影响。

1 � 计算方法与模型

1. 1 � 地形改正

计算某地面点( xi , yj )的地形改正公式为
[ 3]

:

c ( i , j ) = - G�
E
�

h
xy

h
ij

�( x , y , z ) ( h ij - z )

r
3
( x i - x , yj - y , hij - z )
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式中, G 为地球引力常数; �( x , y , z )是流动点的

地壳密度; hij为地面点( xi , yj )的高程; E 代表积

分区域; r ( x , y , z ) = x
2
+ y

2
+ z

2
。

设地壳密度为常数, 对式( 1)中 z 积分得:

c ( i , j ) = G��
E

1
r ( xi - x , yj - y , 0)

-

1
r ( x i - x , yj - y , h ij - z )

dxdy ( 2)

� � 在实际计算时, DTM 通常以规则格网数据表

示,并假定每个格网内的地形用一个质量均匀分
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布而高程不变的棱柱体代替(图 1( a) ) , 则得到用

质量棱柱(MP)地形模型表示的地形改正公式为:

c ( i , j ) = G��
N- 1

n= 0
�
M- 1

m= 0

[ x ln( y + r ( x , y , z ) +

y ln( x + r ( x , y , z ) ) - z �

arctan
xy

zr ( x , y , z )
]

xi - ( xn + �x�2)

xi - ( xn - �x�2)

yj - ( ym + �y�2)

yj - ( ym - �y�2)

0

hij - hnm

( 3)

� � 在上述质量棱柱地形模型中, 如果假设地形

质量集中分布于柱体中心线上(图 1( b) ) , 则用质

量线(ML)地形模型表示的地形改正公式为:

c ( i , j ) = G��x�y �
N- 1

n= 0
�
M- 1

m= 0

[ 1
r( xi - x , yj - y , 0)

-
1

r( xi - x , yj - y , hij - hnm )
] ( 4)

� � 地形改正可利用二维 FFT 计算
[ 4, 5]
。对式( 3)

和式( 4)作级数展开, 并写成统一的谱表达式为:

c ( i , j ) = �c 0 ( i , j ) + c1 ( i , j ) +

c2 ( i , j ) + c 3 ( i , j ) + � ( 5)

式中各量的具体表达式及含义见文献[ 5]。实际

计算时, 计算点设在格网中心,中央区域的计算、

谱泄漏和奇异积分的处理可见文献[ 3~ 5]。

图 1 � 质量棱柱地形模型与质量线地形模型

Fig. 1 � Topographic Models of

Mass Prism and Mass Line

1. 2 � 直接影响
将地形改正应用于 Stokes 公式, 某地面点

( �P , �P )上地形对大地水准面的直接影响为:

�N dir ( �P , �P ) =
R

4���
�

�g( �, �) �

S( �P , �P , �, �) cos�d�d� ( 6)

式中, �为平均正常重力; S ( �P , �P , �, �)为 Stokes

函数; �g ( �, �)为延拓到大地水准面上的地形改

正,其严密定义和计算表达式见文献[ 2, 6]。此外,

地形对大地水准面的直接影响也可按式( 8)的解析

式来表示
[ 2,6]

,在理论上并无差异。

考虑到高程立方项对大地水准面的影响, 忽

略更高次项的影响, 则式( 6)还可写成球谐展开式

的形式
[ 7]

,即
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式中, ( h
�
) nm =

1
4��

�

h
�
Ynm d�, �= 2, 3; Ynm 为完全

规格化的球谐函数。

1. 3 � 间接影响

采用 Helmert 凝聚改正法, 则地形对某点

( �P , �P )大地水准面的间接影响计算式为
[ 8]

:
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类似式( 7) , 地形对大地水准面的间接影响也可写

成如下球谐展开式
[ 7, 9]

:
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� � 由式( 7)和式( 9)可导出地形对大地水准面的

总影响,仅顾及高程平方项的影响则有
[ 10]

:

�N total( �P , �P ) = -
2�G�
�

h
2
P ( 10)

式( 10)表明, 地形对大地水准面的总影响与高程

的平方成正比。与传统的计算方法相比,该方法

更加简洁,而且便于计算。

实际计算时, 因式( 6)和式( 7)只能在有限范

围内积分, 而全球DTM的分辨率又有限,式( 7)和

式( 9) 只能展开到一定阶次, 因此如果有全球

DTM 数据,则建议将经典的 Stokes积分与球谐展

开相结合,即计算区域的内区仍然采用 Stokes积

分,而外区则按球谐展开模型计算。

2 � 试算结果与分析

本文首先利用香港 16幅 1�2万的数字地形

图建立了分辨率分别为 100m、500m 和 1 000m 的

DTM,范围为 50km � 70km, 其中 500m 和1 000m分

辨率的DTM可直接由数字地形图建立,也可利用

100m分辨率的 DTM 取平均得到。估计 100m 分

辨率 DTM 的精度为 m 级。图 2 是由分辨率为

100m 的 DTM 绘制的香港地区的地形示意图

(HK80格网坐标, 等值线间隔为 150m)。该地区

高程最大值为 945m,最小值为- 32m, 平均高程为

60m,地形起伏较大。然后利用所建立的 DTM 对
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上述计算方法和模型进行如下数值试验。因试算

区域本身较小, 因此,下面所有的积分运算均对整

个计算区域积分。

图 2 � 香港地区的地形示意图

Fig. 2 � Topography of Hong Kong

2. 1 � 地形模型的比较

质量柱体地形模型理论上比质量线地形模型

更符合实际, 而后者的计算相对简单。为了比较

两者对计算地形改正的差异及其对大地水准面的

影响, 本文采用二维FFT和100 %填零技术 , 利

用分辨率为100m的DTM和式 ( 5 )进行了试算

(计算至二次项) , 其结果列于表 1。从表 1可以

看出, 地形改正的最大差值约为 0. 3mGal,均方根

为0. 048mGal; 这种差异对大地水准面的影响最大

值为 2mm, 均方根为 1mm,对于确定 cm级大地水

准面, 此项误差可以忽略。图 3 为地形改正误差

的等值线图(等值线间隔为 0. 10mGal)。比较图 2

和图 3可以看出, 地形改正误差与地形本身强相

关,地形起伏越大的地区其地形改正的误差也越

大,在高山区, 此项误差值得重视。

图 3 � 质量棱柱地形模型与质量线地形模型

计算地形改正的差异

Fig. 3� T errain Correction Differences Between Mass

Prism Topographic Model and M ass Line

Topographic Model

表 1� 不同地形模型对计算地形改正之差异及其对大地水准面的影响

Tab. 1 � Effect of Different Topographic Models on Terrain Corrections and Geoid Undulations

地形模型
地形改正�mGal

最大值 最小值 平均值 RMS

对大地水准面的影响�m

最大值 最小值 平均值RMS

MP 32. 001 0. 004 0. 835 1. 894 0. 065 0. 011 0. 027 0. 028

ML 31. 778 0. 004 0. 815 1. 853 0. 064 0. 011 0. 026 0. 028

MP- ML 0. 326 - 0. 216 0. 020 0. 048 0. 002 0. 000 0. 001 0. 001

2. 2 � DTM分辨率的影响

首先对前面计算的分辨率为100m的地形改正

取平均得到分辨率为 500m和 1 000m的地形改正

(表 2中称为地改平均) ,然后将它们分别与由分辨

率为500m和1 000m的DTM计算的地形改正(表 2

中称为 DTM结果)进行比较,可说明 DTM 的分辨

率对计算地形改正的影响。表 2的结果表明, DTM

的分辨率对地形改正和大地水准面的影响较大,低

分辨率的 DTM损失了部分高频信息,此项误差在

cm级大地水准面的确定中不容忽视。比较图4(等

值线间隔为 1. 0mGal)和图 2也可以看出,地形变化

越激烈的地区,这种影响也越大。该试算结果说

明,对于山区大地水准面的计算应尽可能地采用较

高分辨率的 DTM,用于计算地形改正的 DTM 的分

辨率至少应该是要计算的大地水准面的分辨率的

2倍甚至 5倍。

图 4� DTM 的分辨率对地形改正的影响

Fig. 4� Effects of DTM on Terrain Corrections Due to

Grid Spacing

2. 3 � 地形对大地水准面的间接影响

采用100m分辨率的 DTM和式( 8)计算地形对

大地水准面的间接影响(计算至二次项) ,其结果列
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表 2� DTM的分辨率对地形改正和大地水准面的影响

Tab . 2� Effects of the DTMs with Different Grid Spacing on Terrain Corrections and Geoid Undulations

格网间隔�m 最大值 最小值 平均值 RMS STD

500

地改平均�mGal 25. 719 0. 004 0. 825 1. 888 � 1. 698

DTM结果�mGal 22. 894 0. 003 0. 730 1. 692 � 1. 527

地形改正差值�mGal 3. 331 - 0. 818 0. 095 0. 304 � 0. 288

大地水准面差值�m 0. 006 0. 001 0. 003 0. 003 � 0. 001

1 000

地改平均�mGal 25. 719 0. 004 0. 807 1. 864 � 1. 681

DTM结果�mGal 20. 643 0. 003 0. 597 1. 428 � 1. 298

地形改正差值�mGal 5. 076 - 0. 774 0. 210 0. 585 � 0. 546

大地水准面差值�m 0. 014 0. 003 0. 007 0. 007 � 0. 002

于表3,图5为间接影响的等值线图(等值线间隔为

0. 005m)。比较图 5和图 2可以看出,间接影响也

与地形具有很强的相关性,地形起伏越大其影响也

越大;在平坦地区,该项影响可忽略, 而在山区则必

须考虑此影响。因地形对大地水准面的间接影响

包括局部(内区)影响(高频信息)和全球(外区)影

响(中低频信息) , 因此,在有全球 DTM 的前提下,

应结合式( 8)和式( 9)进行严密计算。

图 5� 地形对大地水准面的间接影响

Fig. 5� Indirect Effect of Terrain on Geoid Undulations

表 3 � 地形对大地水准面的间接影响�m

T ab. 3� Indirect Effects of T errain

on Geoid Undulations�m

最大值 最小值 平均值 RMS STD

0. 005 - 0. 033 - 0. 001 0. 002 � 0. 002

2. 4 � 经典 Stokes�Helmert方法与 Sj�oberg方法

应用经典 Stokes�Helmert 方法, 首先根据

式( 6)和式( 8)分别计算地形对大地水准面的直接

影响和间接影响, 从而得到地形对大地水准面的

总影响。然后将该结果与式( 10)的计算结果进行

比较, 其统计结果列于表 4,图 6反映了总地形影

响差异的变化趋势。比较图 6和图 2可知, 地形

起伏越大,这种差异也越大。表4的结果表明,经

典Stokes�Helmert方法存在严重的偏差, 这主要是

由于忽视中长波地形影响(外区影响)和经典方法

中模型近似误差引起的, 这种影响在 cm 级大地

水准面的计算中不容忽视。

图 6� Sj�oberg方法与经典 Stokes�Helmert方法计算

地形对大地水准面总影响的差异

Fig. 6 � Differences of Total Terrain Effect on

Geoid Undulations by Sj�oberg Method

and Classical Stokes�Helmert Method

3 � 结论与建议

以确定 cm 级大地水准面为目标, 精确确定

地形对大地水准面的影响显得尤为重要。本文的

试算结果表明: � 质量棱柱地形模型和质量线地

形模型对计算地形改正的差异在平坦地区可以忽

略,但在山区值得重视; � 应尽可能采用较高分辨
率的 DTM 计算地形改正。一般说来, 在山区,

DTM 的分辨率至少为大地水准面分辨率的 2倍

甚至 5倍以上; � 经典 Stokes�Helmert 方法存在明

显的偏差,应采用更加严密的计算方法和模型,如

利用式( 6)、( 7)计算地形的直接影响,利用式( 8)、

( 9)计算地形的间接影响。

此外,因本文的计算区域较小,没考虑积分半

径对计算地形改正和大地水准面的影响,这种影

响在大范围的大地水准面计算中值得重视。地壳

密度异常对大地水准面的影响需进一步研究。
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表4 � 经典 Stokes�Helmert方法与 Sj�oberg方法计算地形总影响的差异�m

Tab. 4 � Differences of Total T errain Effect on Geoid Undulations by Sj�oberg Method and Classical

Stokes�Helmert M ethod�m

计算方法 最大值 最小值 平均值 RMS STD

Stokes�Helmert (1) - 0. 011 - 0. 096 - 0. 027 0. 029 � 0. 011

Sj�oberg ( 2) 0. 000 - 0. 102 - 0. 001 0. 005 � 0. 005

( 2) - ( 1) 0. 060 - 0. 040 0. 026 0. 028 � 0. 009
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Abstract: For the determination of high precise ( centimeter level ) local gravimetric geoid, it is very

important to determine the terrain effects on geoid undulations. The effect of grid spacing of digital

topographic model on terrain corrections and geoid undulations and the indirect terrain effect on geoid

undulations are studied, as well as the effect of mass prism and mass line topographic models on terrain

corrections. And the differences of the total terrain effect on geoid undulations by classical Stokes�Helmert

method and Sj�oberg� s method are discussed and compared. Finally, some pract ical conclusions and

suggestions are drawn from the test results of Hong Kong geoid determination.
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