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三角形形状因子对地壳形变计算精度的影响
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摘  要  引入三角形内切圆半径与外接圆半径之比值作为三角形形状因子,讨论利用三角形法计算应变分量的

精度与三角形形状因子之间的关系。设计一种涵盖所有三角形形状的方法, 计算分析了用三角形法计算应变分量

精度的分布。研究表明 :当三角形形状因子达到 0. 36 时, 计算得到的应变分量均方差, 一般不会超过位移数据均

方差的 3 倍;而当三角形形状因子小于 0. 1 时, 计算得到的应变分量均方差会陡然增大,这样的三角形一般不适合

用于应变分量的计算。在利用 GPS 观测站组成三角形计算地应变时,建议所组成的三角形形状因子的阈值应取为

0. 1~ 0. 36。
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EFFECTS OF TRIANGLE SHAPE FACTOR ON PRECISION

OF CRUSTAL DEFORMATION CALCULATED
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Abstract  In this paper, the shape factor of a triangle is defined as the ratio of interior radius to ex terior ra-

dius of the t riangle. The relat ionship between the precisions of strain components calculated by the t riangular

method and the shape factor are studied. A method covering all of dif ferent t riang le shapes is designed and the

dist ribut ions of the precisions of st rain components are obtained in the cases of dif ferent t riangle shapes. T he

study show s that if the shape factor larg er than 0. 36, the standard deviat ions of strain components obtained w ill

be less than three times of the standard deviat ion of displacement ; if the shape factor less than 0. 1, the standard

deviat ions of strain components obtained w ill increase considerably and then these triangles are not suitable for

calculating the strain components. When the st rains are calculated by the t riangle composed of GPS stations, the

threshold of the shape factor is suggested to be 0. 1 to 0. 36.
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1  引言

通过两期或两期以上大地形变测量,我们可以

得到各个形变监测点的位移(率)。根据这些位移

(率)资料,可以利用三角形法[ 1]来计算每一个三角

形所在区域的应变(率)分量及旋转(角速度)分量。

显然,在同样位移观测精度的前提下,三角形的形状

将影响各应变分量的计算精度。传统高精度测边网

或测角网, 在网点布设时就已经考虑了三角形形状

要合适,因此三角形的形状对应变分量计算精度的

影响不大。但是, 对于目前广泛采用的 GPS 形变监

测而言, 由于 GPS 观测站间不需要通视, 基线边长

变化也可能比较大, 直接由 GPS 站点组成的三角

形,即使是采用边长尽量相等的 Delauney 法, 得到

的三角形形状有一些也可能比较差
[ 2]
。利用这些

形状较差的三角形计算得到的应变分量, 精度就偏

低,其结果不能真实反映地壳形变。为此,本文通过

引入三角形内切圆半径与外接圆半径之比值作为三

角形形状因子, 来定量讨论三角形形状对计算应变

分量精度的影响,尝试找出三角形形状因子的阈值。

当实际三角形形状因子小于该阈值时, 就舍替使用

该三角形来计算应变分量, 从而确保得到的应变分

量精度同位移观测数据的精度相当。

下面,首先给出一种涵盖三角形形状的方法, 然

后讨论三角形形状因子变化对应变分量计算精度的

影响, 从而探讨利用三角形法计算应变分量的形状

因子阈值。

2  利用位移计算应变及其精度分析

为了分析三角形形状对形变分量计算精度的影

响,如图 1建立坐标系, 以三角形顶点 A 为坐标系

原点, AB 边为OX 轴。设 AB 边的边长为 R , A C

边的边长为 R
c, H为 N CAB 的之值, 则三角形 3 顶

点坐标为: A : ( 0, 0) , B ( R , 0) , C ( R
ccosH, R

csinH)。

令:

r =
R

c

R
( 1)

很显然,当 r、H在区间 0< r < ] , 0< H< 180b变化

时, $A BC 的形状将涵盖所有三角形形状。为了描

述三角形形状, 我们引入三角形形状因子 h,定义为

三角形内切圆半径与外接圆半径之比值,即:

h =
r 0
r 1

=
4( p - Sa) ( p - Sb ) ( p - S c)

SaS bSC
( 2)

式中: r 0 是三角形内切圆半径, r 1 为三角形外接圆

半径; S a, S b , Sc 表示三角形 3 条边的边长; p 为三

角形的半周长
[ 3]
。

图 1  三角形及坐标系

F ig. 1 The triang le and coordinate system

又设三角形 ABC 各顶点处的位移分别为: A :

( uA , TA ) , B: ( uB , TB ) , C : ( uC, TC)。在弹性均匀小

变形前提下,各应变分量可以用下式来计算[ 4, 5]
:

uB - uA = $x ABE11+ $yA BE 12+ $yA BX

vB - vA = $x A BE 12+ $y ABE22+ $x A BX

uC - uA = $x A CE 11+ $y ACE12+ $yA CX

vC - vA = $x A CE 12 + $y A CE 22+ $x ACX

(3)

式中: $x AB , $yA B , $x A C, $y A C分别为 AB 边和BC

边的坐标增量; E 11, E12, E 22, 是平面应变张量的 3

个分量; X是旋转分量。在小变形的前提下,各应变

分量定义为
[ 6]

:

E 11 =
9u
9x

E 22 =
9v
9y

E 12 =
1
2

9u
9y

+
9v
9x

X =
1
2

9u
9y

-
9v
9x

(4)

其中, u , v 分别表示X 和 Y 方向的位移分量。

对于( 3)式, 由 4 个方程解 4 个未知数, 只要

ABC 三点不在一条直线上, 必有唯一解。设:

d = [ uB - uA vB - vA uC - uA v C - uA ]
T
(5)

x = [ E 11 E22 E 12 X]
T

(6)

(3) 式可以写成矩阵形式:

Ax = d (7)

这里,

A = R

1 0 0 0

0 0 1 - 1

r cosH 0 r sinH r sinH

0 r sinH r cosH - r cosH

(8)

不难证明:
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A
- 1

=
1
R

1 0 0 0

0 -
cosH
sinH

0
1

r sinH

-
cosH
2sinH

1
2

1
2r sinH

0

-
cosH
2sinH -

1
2

1
2r sinH 0

( 9)

所以(7)式的解为:

x = A
- 1
d (10)

  设位移数据向量方差矩阵为E d ,根据误差传播

定律,解向量的方差矩阵为:

2x = A
- 1 2d ( A

- 1
)
T

(11)

为了便于讨论三角形形状因子对于计算应变分量精

度的影响,我们假定位移数据的方差阵为单位矩阵。

则(11)式可以简写为,

2x = A
- 1

( A
- 1

)
T

(12)

下面,我们分两种情况来讨论三角形形状因子对于

计算应变精度的影响。

(1)令 r= 1, 0< H< 180b

( a) 0b< H< 180b

(b)30b< H< 140b
图 2 应变分量均方差及形状因子随角度 H的变化

F ig. 2 Standard deviation of strain and shape factor changing w ith H
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  我们假定 R= 1,取 H从 0b到 180b变化,步长取

0. 18b。图 2( a)表示( 12)式的方差矩阵中,对角线元

素的平方根以及形状因子 h 随H的变化曲线。从图

2( a)中可以看到,当 H接近 0b或 180b时,除了 X 方

向应变分量的均方差保持不变(为 1)外, 其他应变

分量和旋转分量的均方差都陡然增大, 而三角形形

状因子 h 趋于零。另外,我们从图 2( a)中还可以看

出,当 H= 60b,亦即为等边三角形时, 三角形形状因

子取得极大值, h= 0. 5。

为了考察图 2( a)曲线底部的变化情况, 我们取

H从 0. 5到 2. 5(弧度)之间变化(对应 30b到 140b) ,

结果如图 2( b)所示。从图 2( b)可以看出, 除了 X

方向应变分量的均方差( RE
11
)保持常数为 1外, 另

外3个应变分量的均方差都有最小值, 而且剪应变

分量的均方差( RE
12
)同旋转分量的均方差( RX)完全

一致,这不难从这些应变分量的定义式( 4)中得出。

由( 9)、( 12)式, 令 R= 1得:

RE
22

=
1

sinH
cos2H+

1
r
2

RE
12

=
1

2sinH 1 +
1

r
2

RX = RE
12

(13)

(13) 式对 H求导, 令其等于零, 即可求得极小值。

如果 r= 1, , 当 H= 90b时, (13)式取极小值为:

RE
22min

= 1

RE
12min

= RXmin U 0. 7
(14)

  另外, 我们从( 13)式不难看出, RE
22

, RE
12
等于

RX,对于任何固定的 r 值, 均在 H= 90b时取得极小

值,当然极小值大小是不一样的。从图 2中还可以

看到, 较大的形状因子值对计算应变分量的精度有

利,但是两者之间不存在线性比例关系。

以上是对等腰三角形( r = 1) , 讨论得到的结

果。下面进一步考虑 r 在 0. 1到 5之间变化的情况

下,三角形形状因子对应变计算精度的影响(从(13)

式可以看出, r 取更大值不影响我们讨论的结果)。

(2)令 H= 30b, 45b, 90b, 135b; 0. 1< r < 5

为了讨论非等腰三角形形状对应变分量计算精

度的影响, 我们分别固定 H为 30b、45b、90b、135b, 而

让 r 在 0. 1 到 5之间变化,得到图 3所示的相应变

化曲线。

从图 3可以看出,对于不同的 H取值,均方差随

r 变化的特征基本相同,当 r < 0. 2时, 均方差会陡

然增大。如果我们以 3倍位移均方差作为应变均方

差的限值,可以先由图 3( a)、( b)得到 r 的下限值,

再根据该 r 下限值从图 3( c)中得到相应的形状因

子的下限值,列于表 1中。

图 3 应变均方差及形状因子随 r 值的变化

Fig. 3  Standard deviation and shape factor changing w ith r

综合(1)、( 2)两种情况, 我们把 h = 0. 36作为

形状因子的阈值。一般而言,只要三角形的形状因

子 h > 0. 36, 就可以保证形变分量的均方差不超过

位移误差的 3倍。另外,我们从图 3( c)中还可以看
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表 1 形状因子的下限值

Tab. 1 The threshold of shape factor

H RE
22
< 3 RE

21
( RX) < 3

P/ 6 0. 36 0. 13

P/ 4 0. 30 0. 14

P/ 2 0. 27 0. 16

3P/ 4 0. 12 0. 09

到,对于较大的 r 值( r> 1) , 尽管 h值小于 0. 36, 对

应的形变分量均方差估计值(参见图 3( a )、( b ) )仍

小于均匀位移误差的 3倍。为此,我们可以根据具

体情况,将三角形形状因子的阈值适当放宽, 比如取

0. 25或更小, 但是一般不小于 0. 1。如果三角形的

形状因子小于 0. 1, 则该三角形将不适合用于形变

分量的计算。关于该形状因子阈值大小的讨论, 可

以用于指导我们合理布设 GPS 台站。

3  结论

在用 GPS监测地壳形变时, 通常采用三角形法

根据多期观测得到的位移(速度)来计算地应变(率)

分量。由于 GPS 测站之间无需通视, 我们可以随意

组成三角形,采用三角形法来计算地应变(率)分量。

本文研究的结果表明, 三角形形状对计算地应变分

量的精度有影响。文中定义了三角形内切圆半径与

外接圆半径之比值为三角形的形状因子。当三角形

的形状因子达到 0. 36时,计算得到的地应变分量精

度与位移观测值精度相当。而当三角形的形状因子

小于 0. 1时, 计算得到的地应变分量精度会明显降

低。一般来说,在采用三角形法计算地应变时, 所组

成的三角形形状因子的阈值应控制在 0. 1 至 0. 36

之间。只有那些形状因子大于阈值的三角形,才可

用于计算地应变分量。这样计算得到的地应变, 一

般能与观测值的精度保持大致相同的水平。
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湖北省地震局召开科技外事工作研讨会

2003年 5月 21日,湖北省地震局召开了科技外事工作研讨会。省地震局吴云副局长、省科技厅国际合

作处王锦举副处长以及省地震局部分专家和科技骨干参加了会议。会议由省地震局科技处处长、外事办公

室主任秦小军主持。

会议围绕如何发挥省地震局技术优势,更有效地开展国际交流与合作; 如何更好地组织国际合作项目,

争取得到国家和省政府支持以及如何让更多的青年专家参与国际科技交流与合作进行研讨。会上,蔡惟鑫、

吕宠吾、徐菊生、贾民育、王琪等研究员和刘少明工程师介绍了近年来省地震局国际交流与合作的经验及成

果,重点介绍了中国与西班牙、越南、德国、美国、比利时之间的合作情况。蔡亚先研究员介绍了目前正在实
施的环华数字地震台网的建设和近期在缅甸的工作情况。李辉、姚运生、王琪等研究员和乔学军副研究员畅

谈了中国与日本、美国、澳大利亚、意大利以及伊朗未来的合作设想和计划。

王锦举副处长在会上充分肯定了省地震局这些年来国际交流与合作取得的成果, 认为省地震局有一支

高水平科研队伍,具有明显的学科和技术优势,对外合作领域宽广,应该充分发挥技术和研究优势,与更多国

家、团体建立联系和合作,做出更好的成绩。

吴云副局长传达了中国地震局 2003年科技外事工作会议精神, 对下一步的国际合作与交流工作做了布

置与安排,同时指出,省地震局的对外交流能力、应用技术水平虽然已上到了一个比较高的层次,但还需要科

技人员不断努力、各级领导不断支持,使我局的科技发展上一个新的台阶。

最后,吴云副局长就省地震局这些年来在国际交流与合作方面取得可喜成绩的过程中,来自各界的支持

与关心表示感谢。

科技发展处  刘汉钢
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