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固定化酵母粒子中生产乙醇的定态分岔行为研究 
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摘  要：运用变分原理和打靶法将分布参数系统的非线性边值问题转化为集总参数系统的初值问题，基于延拓算法，

研究了固定床中球形固定化酵母粒子表面乙醇和葡萄糖浓度随参数的变化关系，得出了单颗粒固定化酵母生产乙醇

的多定态特性。结果表明：随系统尺度 L的变化，方程出现分岔点；方程的解与液相主体浓度有关。在某些条件下

酵母粒子表面浓度有三个定态；在多定态区域，随 L的增加，方程一个解支的乙醇浓度迅速增加，从而可以在固定

床中通过控制粒径而使反应器达到较高的产率。研究结果为固定床反应器的开工及控制提供了重要的理论依据。 
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1  前    言 
乙醇是重要的化工、食品、医药等领域的溶剂和原料，且随着能源危机的出现，许多国家都考虑

用乙醇代替石油做燃料，乙醇需求逐年增加，利用发酵法生产乙醇受到广泛关注。与游离培养相比，

固定化酵母细胞生产乙醇具有许多优点：粒子制备容易，费用低，易于实现高密度培养，且具有较高

的乙醇生产能力，近年来引起了人们的广泛关注[1,2]。但至目前为止，前人的研究多集中于固定化方法

及固定化材料的选择，而有关粒子的多定态特性，尚没有人进行研究。在人们寻求对具有稳定的唯一

定态生化反应体系进行在线自动控制的今天，对体系定态特性的研究，就显示出其超前的优势，并给

人以新的启迪。具有单一定态的反应过程并非均为最佳选择，利用系统的多定态特性进行生化反应器

的开车和停车，可以降低能耗，并为系统的安全操作提供重要的指导。同时，有意识地使反应体系在

多定态区操作，对提高反应过程的收率可能有较大的益处。 

对固定化酵母粒子而言，粒子中生化反应与扩散同时并存，是一个典型的分布参数系统(DPS)。

而在分布参数系统中，方程通常代表一个无穷维的空间，这一点与前人研究的集中参数系统不同，因

为集中参数系统仅仅在有限维问题中出现。对集中参数系统的分叉问题，分析的理论、数值方法和术

语已经相当好地建立起来，而对于分布参数系统，到目前为止仅有少数人涉足进行研究[3]。 

研究 DPS系统最普遍的方法是将分布参数系统转化为集中参数系统。其中，Galerkin近似配置方

法以及高阶差分方法[4,5]是最常用的，谱方法[5]也可用于将 DPS 转化为集中参数系统(LPS)，且随着近

似精度的增加，近似法的误差也相应减小。然而，上述方法要得到较好的近似常常导出高维的 LPS系

统，为问题的解决带来新的困难。打靶法的应用在很大程度上克服了上述方法的局限。 

本文针对固定床中单颗粒固定化酵母进行讨论，运用变分原理和打靶法研究定态解的数目与解的

性质，为分布参数系统的多定态行为分析提供了一种通用的方法。 

 
2  模型方程建立 
对固定床[6]中的固定化酵母粒子而言，质量传递包括两部分：粒子外部的质量传递以及粒子内的

扩散与反应。当达到稳态时，对葡萄糖与乙醇，其反应扩散方程如下： 
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酵母培养的动力学参数由文献[7]给出。粒子中葡萄糖与乙醇扩散系数的值 Ds, Dp由文献[8~10]给

出。粒子外部的质量传递系数 kms, kmp由文献[6]提供。详细的参数值如表 1 所示。在固定床中的不同

位置(床层高度 Z)粒子中的活细胞浓度不同，可由下面的经验式进行计算： 

 ( ) ( )4
p po 1 2 2.25 10X X z z −= + −                          (11) 

式中，Xp0是固定床底部粒子中活细胞浓度。 

表 1   模型参数一览表 

Table 1  The schedule of model parameters  

Parameter name Parameter value Unit Parameter name Parameter value Unit 

vm 6.67×10−5 s−1 YXP 0.16  

Ks 1.6×103 g⋅m−3 Ds 6.67×10−10 m2⋅s−1 

PL 9.0×104 g⋅m−3 Dp 1.28×10−9 m2⋅s−1 

Xm 1.0×105 g⋅m−3 kms 6.80×10−4 m⋅s−1 

a 0.0064  kmp 1.06×10−4 m⋅s−1 

B 2.4×10−5 m3⋅g−1 Xp0 8.42×104 g⋅m−3 
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3  计算方法 
考虑由方程(6)~(7)和边界条件(8)~(9)所描写的稳态解。在一个选择的ξ点，我们必须给出四个初始

条件集[方程(6)~(7)的总阶数是 4]去解这个初值问题。在ξ=0，我们使用给定的边界条件并选择两个缺

少的边界条件： 

   1 1(0)y η= ， 2 2(0)y η=                              (12) 

条件(8)与条件(12)一起形成完全的初始条件集，现在我们就能从ξ=0 到ξ=1 积分系统(6)~(7)(于是，它

被重新写成四个一阶微分方程的形式)。在ξ=1，我们求得 y1，y1’，y2，y2’的值，它们依赖于 h=(η1, η2)
T

的选择。因而，我们求得 y1(1,h)，y1’(1,h)，y2 (1,h)，y2’ (1,h)。如果 

       ( ) ( )'
1 1 1 11 0R y m L yη = − − = ,  且 ( ) ( )'

2 2 2 21 0R y m L yη = − − =              (13) 

那么剩下的边界条件(9)就满足了。这就得到了两个未知量 1 2,η η 的非线性代数方程组(12)。用任何求解

非线性代数方程组的合适数值方法就能解它。对于选择的η1, η2值通过积分初值问题(6)、(7)和(8)、(12)

就可以计算剩余(13)的值，所要求的导数可用差分公式来计算，但由于其不能保证一定收敛，因而这

里用变分微分方程解析地得到偏导数∂Ri/∂ηi。 

将式(6)、(7)对ηi微商,并交换对ηi微商和对ξ 的微商次序，我们就得到微分方程组 
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利用初始条件(8),(10)和(19)对方程(6)、(7)和(14)~(18)积分，可以用导得的 1ξ = 处的值去求 i

i

R
η

∂
∂
，  

1
1,1 1 1,1

1

,
R

p m Lp
η

∂ ′= +
∂

  1
1,2 1 1,2

2

,
R

p m Lp
η

∂ ′= +
∂

 2
2,1 2 2,1

1

,
R

p m Lp
η

∂ ′= +
∂

  2
2,2 2 2,2

2

R
p m Lp

η
∂ ′= +
∂

    (20) 

这样，就很容易用 Newton法进行求解。此外，我们还要寻找解与参数 L 的依赖关系。通过选择初

始条件(12)，对于给定的 L，积分初值问题就有了完全的初始条件组。现在考虑初始问题的解不仅是所
选初始条件 1 2,η η 的函数，而且是参数 L的函数，于是得到： 

 ( ) ( )1 1 2 1 1 1, , 1 0R L y m L yη η ′= − − =                          (21) 

 ( ) ( )2 1 2 2 2 2f 2, , 0R L y m L y yη η ′= − − =                       (22) 

为了确定边值问题(6)，(7)和(12)的解与参数 L 的依赖关系，只要得到满足(21)，(22)的依赖关系

1 2( ), ( )L Lη η 就足够了。应用文献[11]中基于 DERPAR程序所描述的方法来求解方程组(21)，(22)。然而，

应用这个方法，除了计算 1R 和 2R 外，还需要计算 Jacobi矩阵 
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上述 Jacobi 矩阵的前两列由式(20)计算。令变分变量 1
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初始条件为： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 20 0 0 0 0L L L Lp p p p′ ′= = = =           (26) 

从而得到导数值： 
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利用上述变分原理和打靶法即可将边值问题转化为初值问题进行求解。  

 
4  结果及讨论 
4.1  固定化酵母粒子的多定态特性 

对上述方程，应用文献[11]中所描述的延拓算法进行求解。在子程序 DERPAR中，对每一次子程

序 FCTN 的调入，须积分八个二阶微分方程(6)，(7)，(14)~(17)和(24)，(25)的初值问题，本文用带自

动步长控制的MERSON法进行积分，精度取 10−8。 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 1(a)  固定化酵母粒子表面无量纲葡萄糖浓度随 L的变化关
系(S f =44.7g⋅L−1,  Pf =13.1g⋅L−1) 

Fig.1(a)  Relationship between the change of L and the 

dimensionless glucose concentration on the surface of immobilized 

yeast particle  

(S f =44.7g⋅L−1,  Pf =13.1g⋅L−1) 

图 1(b)  固定化酵母粒子表面无量纲乙醇浓度随 L的变化关系
(S f =44.7g⋅L−1,  Pf =13.1g⋅L−1) 

Fig.1(b)  Relationship between the change of L and the 

dimensionless ethanol concentration on the surface of immobilized 

yeast particle 

(S f =44.7g⋅L−1,  Pf =13.1g⋅L−1) 
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对固定床而言，在固定床的不同高度，其液相主体中葡萄糖与乙醇浓度不同，本文用文献[5]的测

定值，用上面提到的延拓算法[11]进行求解，结果如图 1~4所示。图 1为床高 z=0.05m时粒子表面葡萄

糖与乙醇浓度随参数 L的变化关系，从图中可以看出，L=0.47时出现一分叉点，方程有单一稳定解分

叉出两个解支，其中一个解支的乙醇浓度随 L增加而迅速增加。 

图 2 为床层高度 z=0.10m处固定化酵母粒子表面无量纲葡萄糖与乙醇浓度随 L 的变化关系，从中

可以看出，在 0.21<L<0.62范围内，方程有三个解。 

图 3 为床层高度 z=0.15m处粒子表面无量纲葡萄糖与乙醇浓度随 L 的变化关系，L 在 0.91 至 1.10

之间，稳态解的个数为三个，而在其他他范围内则为一个。 

图 4 为床层高度 z=0.20m处粒子表面无量纲浓度随 L 的变化关系，L 在 0.51 至 0.60 之间，稳态

解的个数为两个，而在其他范围内则为一个。 
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图2(a)  固定化酵母粒子表面无量纲葡萄糖浓度随L的变化关系

(S f =30.3g⋅L−1,  Pf =19.4g⋅L−1) 

Fig.2(a)  Relationship between the change of L and the 

dimensionless glucose concentration on the surface of immobilized 

yeast particle(S f =30.3g⋅L−11,  Pf =19.4g⋅L−1) 

L 

图 2(b)  固定化酵母粒子表面无量纲乙醇浓度随 L的变化关系 

(S f =30.3g⋅L−1,  Pf =19.4g⋅L−1) 

Fig.2(b)  Relationship between the change of L and the 

dimensionless ethanol concentration on the surface of immobilized 

yeast particle(S f =30.3g⋅L−1,  Pf =19.4g⋅L−1) 
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图 3(a)  固定化酵母粒子表面无量纲葡萄糖浓度随L的变化关系

(S f =19.4g⋅L−1,  Pf =24.2g⋅L−1) 

Fig.3(a)  Relationship between the change of L and the 

dimensionless glucose concentration on the surface of immobilized 

yeast particle(S f =19.4g⋅L−1,  Pf =24.2g⋅L−1) 

L 

图 3(b)  固定化酵母粒子表面无量纲乙醇浓度随 L的变化关系 

(S f =19.4g⋅L−1,  Pf =24.2g⋅L−1) 

Fig.3(b)  Relationship between the change of L and the 

dimensionless ethanol concentration on the surface of immobilized 

yeast particle(S f =19.4g⋅L−1,  Pf =24.2g⋅L−1) 
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图 4(a)  固定化酵母粒子表面无量纲葡萄糖浓度随 L的变化关系

(S f =10.9g⋅L−1,  Pf =27.9g⋅L−1) 

Fig.4(a)  Relationship between the change of L and the 

dimensionless glucose concentration on the surface of immobilized 

yeast particle(S f =10.9g⋅L−1,  Pf =27.9g⋅L−1) 

L 

图 4(b)  固定化酵母粒子表面无量纲乙醇浓度随 L的变化关系
(S f =10.9g⋅L−1,  Pf =27.9g⋅L−1) 

Fig.4(b)  Relationship between the change of L and the 

dimensionless ethanol concentration on the surface of immobilized 

yeast particle(S f =10.9g⋅L−1,  Pf =27.9g⋅L−1) 

 

4.2  多定态研究对生产过程的指导作用 

由前面的研究结果可知，随 L的变化，系统出现了多定态。如图 1~4 所示，在多定态区域，均有

一个解支的乙醇浓度随 L 的变化而迅速上升，因而在生产过程中，可通过控制粒子大小，使系统在多

定态区域内操作，并通过控制开工条件，使系统稳定在乙醇浓度较高的解支上，则可在很大程度上提

高乙醇的产率。同时我们发现，在固定床的不同位置其多定态特性不同，也要求选择不同粒径的粒子

以达到高产的目的。另外，通过循环培养基以增大液相主体的流速，减少液膜阻力，也有利于反应器

生产性能的提高。 

尽管迄今为止尚没有固定化酵母粒子中多定态特性的实验报导，但由于粒子中扩散与反应同时存

在并相互竞争，必然产生更加复杂的动力学效应。因而今后的工作应着眼于在实验系统中多定态特性

的研究，其中实验方案的设计是首先要做的工作，但由于生物反应比化学反应影响因素更多，不易控

制，这方面尚有很多工作要做。 

 
5  结    论 

(1) 用变分原理和打靶法，基于延拓算法，研究了固定床中球形固定化酵母粒子上表面浓度的解

随参数的变化关系，得出了单颗粒固定化酵母生产乙醇的多定态特性。 

(2) 计算结果表明：随参数 L 的变化，方程出现分叉点，在某些条件下酵母粒子表面浓度有三个

定态，反映了酵母培养过程的非线性本质。同时我们发现，在多定态区域，方程一个解支的乙醇浓度

迅速增加，而且在固定床的不同区域，其多定态特性不同。 

(3) 根据多定态特性的研究结果，我们可以通过选择不同的粒子大小及开工条件以达到提高产率

的目的。为固定床反应器的开工及控制提供了重要的理论依据。 

(4) 本文提出的研究方法对固定化细胞粒子具有普遍性，可以方便地推广于其他细胞株系的研究。 

 

符号说明： 

DP  粒内乙醇有效扩散系数，m2⋅s−1 Xp  粒内活细胞浓度，g⋅m−3 

DS  粒内葡萄糖有效扩散系数，m2⋅s−1 YXS  底物收率系数 

kmp  粒子外部乙醇传质系数，m⋅s−1 YXP  产物收率系数 

kms  粒子外部葡萄糖传质系数，m⋅s−1 z  床层高度，m 

L  无量纲固定化酵母粒子尺度 希腊字母 
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P  乙醇浓度，g⋅m−3 vm  最大比底物消耗速率，s−1 

PL  产物抑制常数，g⋅m−3 vs  比底物消耗速率，s−1 

R  酵母粒子半径，m 下标  

r  酵母粒子半径，m f  主体相 

S  葡萄糖浓度，g⋅m−3 sup  粒子表面 
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The Study on Static Bifurcation Behavior of the Immobilized Yeast Spherical Beads 

for Ethanol Production 
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(1. College of Chemical Engineering, Beijing University of Chemical Technology, Beijing 100029, China; 

2. Department of Chemistry Science and Applied Biology, Hong Kong Polytechnic University, HK China) 

 

Abstract:  Based on the continuation method, the shooting method and variational method were used to 

investigate steady-state multiplicity characteristic of the distributed parameter system of the immobilized 

yeast spherical beads in packed-bed reactor. The results show that the bifurcation occurs with the variation 

of the parameter of the system scale L. The solutions are influenced by the concentration of substrate and 

ethanol in the liquid phase and three solutions of the concentration on the beads surface exist under some 

conditions. The concentration of ethanol in one of the branch of solutions increases sharply with L, which is 

beneficial to the productivity of the reactor by means of controlling the size of the yeast spherical beads in 

the packed-bed reactor. The results obtained in this paper provides important basis for the control and 

start-up of the packed-bed reactor. 

Key words:  bifurcation;  steady-state multiplicity;  distributed parameter system;  shooting method 


