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摘要: 　 DEA理论、模型及方法可用以评价给定决策单元之间的相对有效性 ,其在经济学中的应用体现在

经验生产可能集的构造上 . DE A的生产可能集有两种等价形式—和形式及交形式 .相比较而言 ,交形式更具

几何直观性及计算便利性 .
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　　自 Cha rnes等人提出 C
2
R模型

[1 ]
以来 ,数据包络分析 ( Da ta Env elopm ent Analysis,

DEA)的发展非常迅速 ,现已成为一个新的研究领域 .在通常的 DEA模型中 ,满足某些公理

假设的生产可能集都是以“和形式” ( Sum Fo rm)出现的 .利用凸多面锥的和形式与交形式之

间的转换方法 [2, 3 ] ,可将 DEA的生产可能集的和形式转换为与之等价的 “交形式”

( Intersectio n Fo rm ) [ 4] ,其中包括了几个经典的 DEA模型: C
2
R模型 , BC2模型 [5 ] , FG模

型
[6 ]

, ST模型
[ 7]

,以及 W Y模型
[8 ]

.

本文利用生产可能集交形式 ,讨论了传统的 DEA技术效率指数 ,并给出了相应的计算

表达式 .同时 ,利用交形式的生产可能集 ,可以很容易地讨论决策单元的规模收益为不变、递

增、递减以及是否呈现“拥挤” ( Co ng estio n)等现象 ,给出一些判断的充要条件 .可以看出 ,利

用交形式 ,甚至不必采用通常的单纯形方法即可实现对决策单元的评价 .此外 ,在交形式下 ,

可以采用决策单元与生产前沿面之间的最短距离作为效率评价标准 ,定义新的效率指数 ,很

容易地给出相应的表达式 .

DEA生产可能集的交形式可用以处理“海量”数据 .利用交形式容易判断新增加的决策

单元的相对有效性 .即以评估为目的的数据挖掘的新领域—“ DEA评测机” [ 9] .

2　生产可能集的公理体系及其和形式
在数理经济学中 ,为了研究经济系统的结构 ,往往需要引进一些公理 ,对技术的描述也

不例外 .设观测到的 n个决策单元 ( Decisio n Making Units)为:

( xj ,yj ) ,　 j = 1, 2,… ,n ( 1)

其中 xj∈ R
m , yj∈ R

s分别表示第 j个决策单元的投入与产出数据 ,且 x j > 0, yj > 0, j = 1,

2,… ,n. 为确定经验生产可能集



T = { ( x , y )|投入 x ∈ R
m

,产出 y∈ R
s
}

的具体形式 ,必须先假设其所满足的公理体系 ,公理体系相当于是对不同的技术特征的描

述 .一般地 , DEA理论中经验生产可能集的公理体系包括
[5, 8, 10, 11 ]:

1)平凡性公理: (x j , yj ) ∈ T , j = 1, 2,… ,n.

2)凸性公理: 若 (x , y )∈ T , (x , y )∈ T ,T∈ [0, 1] , 则T(x , y )+ ( 1- T) (x , y )∈ T .

3. 1) 投入无效公理 (经济学中称之为投入自由处置性 ): 若 (x , y ) ∈ T ,x  x ,则 (x ,

y ) ∈ T.

3. 2) 产出无效公理 (经济学中称之为产出自由处置性 ): 若 (x , y ) ∈ T , y  y ,则 (x ,

y
 

) ∈ T.

4. 1) 锥性公理 (经济学中称之为规模收益不变 ): 若 ( x , y ) ∈ T ,T∈ [0,∞ ) ,则T(x ,

y ) ∈ T.

4. 2) 收缩性公理 (经济学中称之为规模收益非增 ): 若 (x , y ) ∈ T ,T∈ [0, 1 ] ,则T(x ,

y ) ∈ T.

4. 3) 扩张性公理 (经济学中称之为规模收益非减 ): 若 (x , y ) ∈ T ,T∈ [1,∞ ) , 则

T(x , y ) ∈ T .

5)最小性公理: 集合 T是满足以上 1)— 4)中某些公理的集合中之最小者 (详见以下

a ) ,b) ,c ) ,d )及 e) ) .

相应于 C
2
R模型 , BC

2
模型 , FG模型 , ST模型及 WY模型的“和形式”的综合生产可能

集为: ①

T
 
 = (x , y )

∑
n

j= 1
λj xj + W4s

-
= x ,∑

n

j= 1
λj yj - s

+
= y ,y 0, s

-
, s

+
 0,

W1 (∑
n

j= 1

λj + W2 ( - 1)W3λn+ 1 ) = W1 ,λj  0, j = 1, 2,… ,n ,n + 1

( 2)

其中W1 ,W2 ,W3 ,W4是取值为 1或 0的参数 .在W1 ,W2 ,W3 ,W4不同取值组合下对应着不同技术特

征的生产可能集:

a )当 (W1 ,W2 ,W3 ,W4 ) = ( 0,* ,* , 1)时 , T
 
 = T

 
C2R ,其中

T
 
C2R } = { ( x ,y )|∑

n

j= 1
λjx j  x ,∑

n

j= 1
λj yj  y 0,λj  0, j = 1, 2,… ,n}

　　可知 T
 
C

2
R是由公理 1) , 2) , 3. 1) , 3. 2) , 4. 1)及 5)所唯一确定 .

b)当 (W1 ,W2 ,W3 ,W4 ) = ( 1, 0,* , 1)时 , T
 
 = T

 
BC

2 ,其中

T
 
BC2 = { (x , y )|∑

n

j= 1
λjx j  x ,∑

n

j= 1
λj yj  y 0,∑

n

j= 1
λj = 1,λj  0, j = 1, 2,… ,n }

　　可知 T
 
BC2是由公理 1) , 2) , 3. 1) , 3. 2)及 5)所唯一确定 .

c)当 (W1 ,W2 ,W3 ,W4 ) = ( 1, 1, 0, 1)时 , T
 
 = T

 
FG ,其中

T
 
FG = { (x , y )|∑

n

j= 1

λj xj  x ,∑
n

j= 1

λjyj  y 0,∑
n

j= 1

λj  1,λj  0, j = 1, 2,… ,n }

634期 魏权龄 ,等: D EA的交形式生产可能集及其应用

① 符号说明: 本文中以字母表示向量时 ,罗马字母为列向量 ,希腊字母为行向量 ;与W1 ,W2 ,W3 ,W4的不同取

值相对应 ,本文中的“· ”可为 C2R , BC2 , FG , ST ,或者 W Y.



　　可知 TFG是由公理 1) , 2) , 3. 1) , 3. 2) , 4. 2)及 5)所唯一确定 .

d)当 (W1 ,W2 ,W3 ,W4 ) = ( 1, 1, 1, 1)时 , T
 
 = T

 
S T , 其中

T
 
S T = { (x , y )|∑

n

j= 1
λj xj  x ,∑

n

j= 1
λj yj  y 0,∑

n

j= 1
λj  1,λj  0, j = 1, 2,… ,n }

　　可知 T
 
ST是由公理 1) , 2) , 3. 1) , 3. 2) , 4. 3)及 5)所唯一确定 .

e)当 (W1 ,W2 ,W3 ,W4 ) = ( 1, 0,* , 0)时 , T
 
 = T

 
WY , 其中

T
 
WY = { ( x ,y )|∑

n

j= 1
λjx j = x ,∑

n

j= 1
λj yj  y 0,∑

n

j= 1
λj = 1,λj  0, j = 1, 2,… ,n }

　　可知 T
 
WY是由公理 1) , 2) , 3. 2)及 5)所唯一确定 .

3　生产可能集的交形式
根据 ( 1)给出的 n个决策单元 ( xj , yj ) , j = 1, 2,… ,n ,定义一个多面锥 Q:

Q= { (k,_ ,W1_ 0 )|kxj - _ yj+ W1_ 0 0, j= 1, 2,… ,n ,W4k 0,_ 0,W1W2 ( - 1)W3_ 0 0}

根据多面锥交形式转化为和形式的方法 [2, 3 ] ,可将上面交形式的多面锥转化为以下的和形

式:

Q= {∑
l
 

k= 1
Tk (k

k
 ,_

k
 ,W1_

k
0 )|　Tk  0,k = 1, 2,… , l }

其中 (kk
 ,_k

 ,W1_ k
0 ) (k = 1, 2,… , l )为 Q的全部极方向 ,且 (kk

 ,_ k
 ) ≠ 0,W4kk

  0,_ k
  0,

W1W2 ( - 1)W3_ k
0  0,k = 1, 2,… , l . 若令

T
-
 = { (x , y )|x 0, y 0,kk

 x - _k
 y+ W1_k

0  0,k = 1, 2,… , l } ( 3)

则有下面的定理 1,证明参见文献 [4 ].

定理 1　 T
 
 = T

-
 .

根据定理 1, T- 是生产可能集 T
 
 的等价形式 ,我们称之为“交形式”的生产可能集 .不难

看出 ,存在一个 k′( 1 k′ l ) ,满足k
k′
 ≠ 0,且存在一个 k″( 1 k″ l ) ,满足 _

k″
 ≠ 0.与

经典的 DE A模型及生产可能集相对应 ,在 W1 ,W2 ,W3 ,W4的不同取值下 ,集合 T
-

 有以下几种:

a )相应于 {C2
R }的生产可能集:

T
-
C

2
R = { (x , y )|x 0,y 0,k

k
C

2
Rx - _

k
C

2
Ry 0, k = 1, 2,… , lC2

R }

其中k
k
C

2
R  0,_

k
C

2
R  0, (k

k
C

2
R ,_

k
C

2
R ) ≠ 0,k = 1, 2,… , lC2

R ;

b)相应于 {BC
2
}的生产可能集:

T-BC2 = { (x , y )|x 0, y 0,kk
BC2x - _ k

BC2y + _ k
0BC 2 0,k = 1, 2,… , lBC2 }

其中k
k
BC 2 0,_

k
BC2  0, (k

k
BC2 ,_

k
BC 2 ) ≠ 0,_

k
0BC2 ∈ R

1
,k = 1, 2,… , lBC 2;

c)相应于 FG的生产可能集:

T
-
FG = { (x , y )|x 0, y 0,kk

FGx - _k
FGy+ _k

0FG 0,k = 1, 2,… , lFG }

其中kk
FG 0,_ k

FG 0, (kk
FG ,_k

FG) ≠ 0,_ k
0FG 0,k = 1, 2,… , lFG;

d)相应于 ST的生产可能集:

T
-

S T = { ( x , y )|x 0, y 0,k
k
S T x - _

k
S T y+ _

k
0ST  0,k = 1, 2,… , lS T }

其中k
k
S T 0,_

k
S T  0, (k

k
S T ,_ S T

k
) ≠ 0,_

k
0S T 0,k = 1, 2,… , lS T ;

e)相应于 W Y的生产可能集:

T-WY = { (x , y )|x 0,y 0,kk
WY x - _ k

WY y+ _ k
0WY  0,k = 1, 2,… , lWY }
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其中kk
WY ∈ R

m ,_k
WY  0, (kk

WY ,_k
WY ) ≠ 0,_ k

0WY ∈ R
1 ,k = 1, 2,… , lWY .

这里需要指出的是 ,仅仅由 DEA生产可能集的交形式 ,也可以看出不同生产可能集所

满足的公理体系 .在交形式下计算效率指数 ,以及评测规模收益状况和是否呈现拥挤现象显

得更为简便 ,我们将在第 4节、第 5节分别予以讨论 .

4　效率指数及投影

一般地 ,利用 DEA方法评价决策单元的有效性有两种观点: 一种侧重于投入尽可能的

最小化 ,对应于投入—综合 DEA模型 ;另一种则侧重产出的最大化 ,对应于产出—综合 DEA

模型 .考虑第 j0 ( 1 j0 n )个决策单元 ,为方便起见 ,记其投入 xj
0
为 x0 ,产出 yj

0
为 y0 ,并

称之为决策单元 (x 0 , y0 ) ,其相对有效性评价借助以下线性规划问题 .

a )投入—综合 DEA模型:

minθ

s. t. ∑
n

j= 1
λjx j + W4s

- = θx 0 ,∑
n

j= 1
λj yj  y0

　　W1 (∑
n

j= 1
λj + W2 ( - 1)

W
3λn+ 1 ) = W1

　　W4s
-
 0,λj  0, j = 1, 2,… ,n ,n + 1

( 4. a)

即

minθ= θ-

s. t. (θx 0 , y0 ) ∈ T
 
 

( 4. b)

　　b)产出—综合 DEA模型:

max z

s. t. ∑
n

j= 1
λjx j + W4s

-
= x 0 ,∑

n

j= 1
λj yj  z y0

　　W1 (∑
n

j= 1

λj + W2 ( - 1)W3λn+ 1 ) = W1

　　W4s
-  0,λj  0, j = 1, 2,… ,n ,n + 1

( 5. a)

即

max z = z
-

s. t. (x 0 , z y0 ) ∈ T
 
 

( 5. b)

　　定义 1　若决策单元 j0的投入效率指数θ-= 1,则称其为投入—弱 DEA有效 .

定义 2　若决策单元 j0的产出效率指数 z
-= 1, 则称其为产出—弱 DEA有效 .

上述综合模型综合了五种经典 DEA模型: C
2
R ,BC2 , FG, S T , 以及 W Y.在确定了交形

式的生产可能集之后 ,我们立即可以得到相应于 ( 4. b)及 ( 5. b)的交形式的综合 DEA模型 .

a )投入—综合 DEA模型 (交形式 ):

minθ= θ-

s. t. kk
 (θx0 ) - _ k

 y0+ W1_ k
0  0

　　 k = 1, 2,… , l 

( 6)
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因此 ,交形式下的投入效率指数为

θ-= max
kk
 
≠ 0

_
k
 y0 - W1_

k
0 

kk
 x 0

 1 ( 7)

令 (x-0 ,y-0 ) = (θ-x 0 ,y0 ) , 在侧重投入最小化下 ,我们称 (x-0 , y-0 )为 (x 0 , y0 )在生产可能集前

沿面上的投影 .

b)产出—综合 DEA模型 (交形式 ):

max z = z
-

s. t. k
k
 x0 - _

k
 (z y0 ) + W1_

k
0  0

　　 k = 1, 2,… , l 

( 8)

可得到

z
-= min

_ k
 
≠ 0

kk
 x 0+ W1_ k

0 

_
k
 y0

 1 ( 9)

同样 ,在侧重产出最大化目标下 ,我们称 ( x0 , z-y0 )为 (x 0 , y0 )在生产可能集前沿面上的投

影 .

决策单元 (x 0 , y0 )与生产可能集前沿面的贴近程度也可以由 (x 0 , y0 )到交形式的生产

可能集边界的最短距离 (即通常的欧氏距离 ) d-所定义 ,即有

d
- = min

k

kk
 x 0 - _k

 y0 + W1_ k
0 

‖k
k
 ‖

2
+ ‖_

k
 ‖

2
=

k
k-

 x 0 - _
k-

 y0 + W1_
k-

0 

‖ kk
-

 ‖ 2+ ‖_ k
-

 ‖ 2

( 10)

不难看出 ,当且仅当 d
- = 0时 , (x 0 , y0 )是弱 DEA有效的 .对于决策单元 ( x0 , y0 ) ,由于与其

距离最近的超平面为kk
-

 x - _k
-

 y+ W1_ k
-

0 = 0,通过简单计算 ,不难得到 ( x0 , y0 )在该前沿平

面上的投影为

( x-0 , y-0 ) = x 0 - d
-

‖ kk
-

 ‖ 2+ ‖_ k
-

 ‖ 2

kk
-
T

0 , y0+ d
-

‖ _k
-

 ‖ 2+ ‖ _k
-

 ‖ 2

_ k
-
T

0 ( 11)

当 d > 0时 , (x-0 ,y-0 )是在投入与产出两方面都较 ( x0 , y0 )有所改进的一种新投影 .

5　规模收益状况
本节讨论决策单元的规模收益状况 ,以及决策单元是否呈现拥挤现象 ,所使用的均为输

出— DEA模型 .利用输出— DEA模型: WY, FG, ST ,可以判别决策单元的规模收益状况 ,

是否呈现“拥挤”现象 .有如下判别定理
[8 ]

.

定理 2　设决策单元 (x 0 , y0 )在 DEA模型 WY下为弱 DEA有效 ,则

a ) ( x 0 , y0 )为规模收益递增的充要条件是: ( x0 , y0 )在 DEA模型 S T下为弱 DEA有效 ,

但在 DEA模型 FG下不为弱 DEA有效 ;

b ) (x 0 , y0 )为规模收益不变的充要条件是: (x 0 , y0 )在 DE A模型 ST下为弱 DEA有效 ,

同时在 DE A模型 FG下也为弱 DEA有效 ;

c) ( x0 , y0 )为规模收益递减的充要条件是: (x 0 , y0 )在 DEA模型 ST下不为弱 DEA有

效 ,但在 DEA模型 FG下为弱 DEA有效 ;

d) (x 0 ,y 0 )为呈现拥挤现象的充要条件是: (x 0 , y0 )在 DEA模型 ST下不为弱 DEA有

效 ,且在 DEA模型 FG下也不为弱 DEA有效 .
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利用 DEA生产可能集的“交”形式 ,判别决策单元的规模收益较为方便 .为此 ,先给出以

下引理:

引理 1　对于由 ( 8)给出的 DEA模型 ,决策单元 (x 0 , y0 )为弱 DEA有效的充要条件是:

存在一个 k-, 1 k- l ,_ k
-

 ≠ 0, 使得kk
-

 x 0 - _k
-

 y0+ W1_ k
-

0 = 0.

证明　根据 ( 9)式 ,充分性是显然的 ;现以反证法证明其必要性 .设 z
-= 1, 考虑以下两

种情况:

a )若对一切 k = 1, 2,… , l ,都有k
k
 x 0 - _

k
 y0+ W1_

k
0 > 0,由 ( 9)式可知 z

-> 1,矛盾 .

b )若对一切满足kk
 x 0 - _k

 y0+ W1_ k
0 = 0的 k ,都有 _ k

 = 0,则对其余的 k ,满足kk
 x 0

- _ k
 y0 + W1_ k

0 > 0,应用 ( 9)式 ,同样有 z-> 1,得到矛盾 .

由 a) , b)可知 ,必存在一个 k
-, 1 k

- l ,使得k
k-

 x 0 - _
k-

 y 0+ W1_
k-

0 = 0,且 _
k-

 ≠ 0.

根据引理 1,我们可得到定理 3.

定理 3　设 (x 0 ,y0 )在 DEA模型 W Y下为弱 DEA有效 ,则

a ) ( x0 , y0 )为规模收益递增 ,当且仅当以下两个条件同时成立:

i) 不存在 k′( 1 k′ lFG ) , 使得 _ k′
FG≠ 0,kk′

FGx0 - _ k′
FG y0+ _ k′

0FG = 0;

ii)存在 k″( 1 k″ l ST ) , 使得 _ k″
ST ≠ 0,kk″

S Tx 0 - _ k″
S T y0 + _ k″

0S T = 0.

b) ( x0 , y0 )为规模收益不变 ,当且仅当以下两个条件同时成立:

i) 存在 k′( 1 k′ lFG ) ,使得 _k′
FG≠ 0,kk′

FGx 0 - _k′
FGy0 + _ k′

0FG = 0;

ii)存在 k″( 1 k″ l ST ) , 使得 _ k″
ST ≠ 0,kk″

S Tx 0 - _ k″
S T y0 + _ k″

0S T = 0.

c) (x 0 , y0 )为规模收益递减 ,当且仅当以下两个条件同时成立:

i) 存在 k′( 1 k′ lFG ) ,使得 _k′
FG≠ 0,kk′

FGx 0 - _k′
FGy0 + _ k′

0FG = 0;

ii)不存在 k″( 1 k″ lS T ) ,使得 _k″
S T≠ 0,kk″

S T x 0 - _ k″
ST y0+ _ k″

0ST = 0.

d) (x 0 ,y 0 )为呈现拥挤现象 ,当且仅当以下两个条件同时成立:

i) 不存在 k′( 1 k′ lFG ) , 使得 _ k′
FG≠ 0,kk′

FGx0 - _ k′
FG y0+ _ k′

0FG = 0;

ii)不存在 k″( 1 k″ lS T ) ,使得 _k″
S T≠ 0,kk″

S T x 0 - _ k″
ST y0+ _ k″

0ST = 0.

最后我们必须指出: ( i)定理 2及定理 3中关于决策单元 (x 0 , y0 )在 DEA模型W Y下为

弱 DEA有效的假设是必不可少的 .如果没有这一假设 ,往往会出现判断的紊乱 .这是因为决

策单元的规模收益状况以及是否呈现拥挤现象都是与投入规模的大小相关的 ,在经济学中

关于这类问题的讨论都是在决策单元为技术有效的前提下进行的 . ( ii ) 当决策单元 ( x 0 ,

y0 )在 W Y模型下不为弱 DEA有效时 ,我们需利用输出 DEA模型 WY,先求出 (x 0 , y0 )在

T
 
WY生产前沿面上的投影 (x-0 , y-0 ) = (x 0 , z-y 0 ) , 其中

z
-= min

_ k
WY

≠ 0

k
k
WY x 0+ _

k
0WY

_k
WY y0

我们认为原决策单元 (x 0 , y0 )的规模收益状况 ,以及是否呈现拥挤现象与其投影点 (x-0 ,y-0 )

的规模收益状况是相同的 .即先做投影 ,再根据投影进行决策单元的评价 .

6　结　　论

DEA生产可能集具有两种等价形式:和形式与交形式 .相比较而言 ,交形式具有以下一
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些优点:

a )交形式的几何直观性更强 ,边界尤为清晰 ,清楚地刻画了投入与产出之间的对应关

系 .或者说 ,确定了技术“黑匣子”的形状 .

b)效率指数的计算可以用明显的公式给出 ,对规模收益状况及是否呈现拥挤现象的判

别变得更为直接 ,甚至不需使用单纯形方法 .

c) 利用交形式 ,可借助欧式距离定义新的效率评价方法 ,它可看作是对技术有效性测

度理论中距离函数 [12 ]的补充 .

d)容易判别新增加的决策单元的相对有效性 ,对处理“海量”数据较为便利 .以它为基

础的“ DEA评测机”是数据挖掘理论的一个新领域 .
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Abstract: 　 The D EA theo ry , model a nd method ar e used to ev alua te the r ela tiv e efficiency

amo ng th e giv en decisio n ma king units, th e applica tio ns in the econo mics a re reflected in the

constr uction of pro duction po ssibility set. Pr oduction possibility se t in DEA has tw o equiv alent

fo rms: sum fo rm and inter section fo r m. In com pariso n, the la ter one ha s mo re geo metric

visualization and co nv enience o f ca lcula tio n.
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