
第 49卷第 6期

2 0 06年 1 1月

数 学 学 报 中 文 版
A C TA MA H TE MA T IA C S N I ICA

。
C h in e seS e rie s

V OI
.

9 4
,

N o
.

6

N o v
.

,

2 00 6

文章编号
:

0 58 3
一

14 3 1 ( 2 00 6 )0 6
一

1 2 9 7
一

0 6 文献标识码 : A

H ll b er t 空间中非扩张映象的最近的

公共不动点的逼近问题

张石生

宜宾学院数学系 宜宾 64 4 0 0 7

E
一

m a i l: s s z h a n g
一

1@ y ah o o
.

e o m
.

e n

李向荣 陈志坚

香港理工大学应用数学系 香港

-E m a i l:
m a

j le e @ P o ly u
.

e d u
.

h r ; m ac h a n e k回P o ly u
.

e d u
.

h r

摘 要 本 文在 iH lbe rt 空间的框架下
,

研究无限族非扩张映象 lT
,

几
,

… 的迭代程序
x 。 + : 二 入。 + l , + ( l 一 入。 + l

)几
+ l x 。 的收敛性问题

.

在适 当的条件下
,

证明了该迭代序

列收敛于这一非扩张映象族的最近的公共不动点
.

其结果改进和推广了引文中相应约
结果

.

关健词 公共不动点
; 非扩张映象

;
最近点投影
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1引言及预备

关于迭代序列

二。 + 1=入。 + i, + ( 1 一 入。 + 1
)几+ i 二 。 ,

V n 2 0 ( 1
.

1)

对一个
、

有限个或无穷多个非扩张映象 lT
,

乃
,

… 的收敛性问题
,

已被许多人引入和研究 (见文

!1名1及其参考文献 )
.

本文在 iH lbe rt 空间的框架下
,

研究无限族非扩张映象 lT
,

乃
,

… 的迭代程

序 ( 1
.

1) 的收敛性问题
.

本文处处假定 H 是一具内积 (
· , ·

) 和范数 ! }
·

}}的实 iH lb ert 空间
,

c 是 H 之一非空闭凸

子集
.

N 和 R 分别表正整数和非负实数的集
.

我们分别用 、 和 “ 表强收敛和弱收敛
.

一映象 T : C * C 称为非扩张的
,

如果 }}T
x 一 T vll 三 日z 一

ull V x , , 〔 C
.

我们用

(F )T 二 {
x 任 C : T二 = x} 表 T 的不动点的集合

,

cP
: H 一 C 是 H 到 C 上的最近点投影

,

即
,

对每一 二 〔 H
,

cP
x 是 C 中

,

使得 日x 一
cP 刘} = ifn

c o
cl }x 一 cII 的唯一元

.

为方便起见
,

首先追述某些概念和引理
.

引理 1
.

1 (半闭原理 )0[ ] 如果 T : c * c 是一非扩张映象
,

x 。 一 z 且 (
二。 一
几

。
) * , ,

则

有 (
二 一

xT ) = 梦

特别
,

如果 , 二 0
,

则
x
是 T 的不动点

.

引理 1
.

2 l[ 01 设 {
a 。

}
,

{奴 }
,

{气 }是三个非负的实序列满足条件

a 。 + l 兰 ( 1 一 a 。
)

a 。 + b。 + 气
,

V o 2 n0
,

其中 on 是某一非负的整数
,

a 。 〔 0[
,

11
,

艺裘
: a 。 = co

,

b。 = 0(
a 。

)
,

且 艺器
; 侃 < co

,

则
a 。 、 0

(当 n 、 co )
·

引理 1 .31
` 11 设 E 是任意的实 B an ` h 空间

,

E
,

是 E 的对偶空间
,

J : E 一 2 E’ 是由下

式定义的正规对偶映象
:

(J 幻 = {了任 E卜 (
x ,

)j 二 }}xll
·

日flI 川 xl }二 日flI }
,
二 E E

,

则对任意
二 ,

, 任 E
,

有

}】
二 + , }!

2 ` J}
x

}}
“ + 2 (;

,

夕(
x + ; ) )

,

v J (
x + , ) 任 J (

x + , );

特别
,

如果 E 是一 iH lbe rt 空间 H
,

则 J = I
,

故对任意的 x , , 〔 H
,

有

}}
x + , I}

2 兰 }}
:

! }
2 + 2 (,

, x + , )
.

( 1
.

2 )

引理 1
.

41 川 设 H 是一实的 iH lbe rt 空间
,

c 是 H 之一非空的闭凸子集
,

则对任意的 二 〔 H

及 , 〔 C
,

有

(i) (
: 一

cP
二

,

cP
二 一劝 全 0

,

V : 〔 ;C

(11) (
: 一 , ,

, 一 二
)七 0

,

V : c C
,

则 , = CP
x

.

引理 1
.

5 11 2】 线性拓朴空间上的每一线性泛函是连续的
,

当而且仅当它是弱连续的
.

定义 1 一族由 C 到 C 的映象 { (S 亡) }
: 。 R 十

称为 C 上的非扩张映象半群
,

如果其满足条件
:

( 1) S ( t l + t Z

)
x = S (t

:
) S ( t Z

)x 对任意的 t l ,

t : 〔 R + 及 x c C ;

(2 ) (S 0) x 二 二
对任意的 x 〔 ;C

(3 ) 对任意的
二 〔 C, t * (S t )

x
是连续的 ;

(4 ) 115 ( t )
二 一 S ( t ), 11兰 Ilx 一 , 11对每一 t 任 R+

及
x ,

, 任 C
.

引理 1 .6 15] (a) 设 c 是 H 之一非空有界闭凸子集
,

T : c * c 是一非扩张映象
.

对每一
二 。 C

,

定义 几 (二 ) 一 告艺周 , (x)
,

则 h m 。

一 su p 二 。 。 }}几二 一 T (几x) }}一 0
·
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( b)设 C是 H之一非空有界闭凸子集
,

S
,

T : C 、 C 是二非扩张映象
,

使得 S T = T S
.

对每
一 二 。 C

,

定义引
二

)气又去万联易乙
+ ,一、 夕 , x()

,

则 ilm
n

一 su 阮
。

}}几一 s( 及训
一 “

,

而且 h m
。 , co su p二。 cl }几 x 一 (T几 x) 日= .0

c( ) 设 { (S )t }、 R十 是 C 上的一非扩张映象半群
.

对每一
x 〔 C 及 t > 0

,

令 tT (x) =

奋蜡S (、 )x d 。
,

则对每一
s o R + , “ m

。 一OO s u p 二 。 。 11双 (
x ) 一 S (

s
) (双 (

x

川 一 0
·

2 主要结果

现在给出本文的主要结果
.

定理 .2 1 设 H 是一实的 iH lbe rt 空间
,

C 是 H 的一非空闭凸子集
,

几
: C * C

, 。 =

1
,

2
,

… 是一非扩张映象的无限族
,

使得 F : = 门裘
: F (几 ) 并 0

.

设 1入
。

} 是 ( 0
,

l) 中之一序列
,

满

足 入。 * 0 且 艺裘
: 入。 = co

.

对任给的 x 。 , , 任 C
,

定义一序列 {
x 。

} c C 如下

x 。 + ; = 入。 + i , + (1 一 入
。 + 1

)几+ i x o
.

(2 1 )

如果存在一族由 C 到 C 的非扩张映象 { G :

卜
。 r ,

其中 r 是一有限的或无限的指标集
,

使得

(i ) 门
, 。 r F (G ,

)尹。且 门
, 。 r F (G

,
) C 门篡

、 F (几 ) ;

( 11) l im s u p 。 * oo }}几+ l x 。 一 G ,
(几+ l x 。

川 = 0
,

对每一 守〔 r
,

则序列 {
x 。

} 强收敛于 尸 , c F :二 n裘
: F (几 )

,

其中 尸 是 H 到 F 上的投影
.

证明 如所周知
,

由 C 到 C 的非扩张映象的不动点的集合是闭凸的 (见文 侧)
,

故由 H 到

F : = n裘
:

(F 几 ) 上的投影 尸是确定的
.

定理 2
.

1 的证明分如下六步
:

第一步 我们用归纳法证明
:
对任意的 。 全 0 及对任意的 f 任 F川纵 一 fl }三 m ax { }}x

。 一

fI }
,

日, 一 了日}
.

显然
,

上述结果当 n = 0 时成立
.

设上述结果对 。 2 0 成立
,

现证其对 n + 1 也成

立
.

事实上
,

设 f E F
,

于是由几十 1
的非扩张性

,

有

}}
x 。 + : 一 f }卜 }}入

, + 、 , + ( 1一 入。 + 1
)几+ i x 。 一 f }}三入

。 + :

日, 一 f }}+ (l 一 入
。 + ;

川几
+ l x 。 一 f }}

兰入。 + :

日, 一 f }}+ ( l 一 入。 + l

川 x , 一 f }}

三标 + l
}}, 一了}}+ ( 1 一瓜 + 1

) m ax {日x 。 一 fll
,

}{,
一

fll } 三 m ax {日
x 。 一 f1I 川 , 一 flI }

.

第二步 令 M 二 日lj 卜 m ax { }{
x。 一 flI

,

}}, 一 ljI }
,

易证
,

对任意的 n 2 0 及对给定的 f 〔 F,

有 日二
。

}}三 M ; }}几十 l x。
}}三 M

·

第三步 现证 介+ : 一 几+1 珠 * 0
.

事实上
,

有 }}介+ : 一几十 l x 。 】} = 入、 川夕一 几
十 l x 。

}}三

入。 + :

(}}, 日+ 日几+ : 二。
}})兰入

, + 1

(日,日+ M )
.

因 入。 * 0
,

这就指出 x 。 + : 一几
+ l x 。 、 0

.

第四步 现证

li m s u p (x 。 一 P ,
,

, 一 P , )三 0
.

( 2
.

2 )

事实上
,

由第二步得知 { (几十 1二 。 一 尸 ,
,

, 一

尸。
,

, 一 p , )1存在
.

于是存在子序列 { nj } c

p , ) }是有界的
,

故上极限 l i m s u p 。一 oo { (几
+ : x 。

{。 }
,

使得

l im s u p (几+ l x 。 一 p ,
,

, 一 p , )

而且对某一 q 〔 C,

= l im (几
、 + : x。 、 一 p ,

,

, 一 p , )
,

J
目

es , 吸又 J
( 2

.

3 )

味 +1 气 “ q (2 4 )
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由条件 (11 )
,

对每一 G , e {G ,

}
: 。 r ,

有

o 二 l im
s u p 。 , oo }}几+ , x 。 一 G :

(几
+ l二。

川全 il m s u jP 一 00 11几
j + : 二、 一仇 (几

』+ , x 。 ,

川
,

从而对每一 G , 任 IG ,

}
, 。 r ,

.

l im l ,几
j + l x o j 一

味 (几
, + 1二。 j

川 = 0

J ~ ~ , O口
(2

.

5 )

于是由 ( 2 .4 )
,

(2
.

5 ) 式及引理 1
.

1 (半闭原理 ) 得知

. , O

。 。 F (G
,

)
,

V G , 。 { G :

}
: 。 r

,

,
·

e ,

。 。
门 F (G

,
) c

门 F (几 )
,

(2
.

6 )

于是由 ( 2
.

3 )
,

(2
.

4 ) 式及引理 1
.

5 得知

l i m s u p (几+ 1二 。 一 p ,
,

, 一 P , ) 一 ,oolmL (nT
J+ “ 。 , 一 p “

, “ 一 p “ ) = (g 一 p , , v 一 p , )三 0
.

(2
.

7 )

由第三步得知
:
介十 : 一 几+ 1

介 一 0
,

从而有

l im s u p (
x 。 + : 一 p ,

, , 一 p , )三 o
·

(2
.

8 )

第五步 令

、 = m ax { (
x 。 + : 一 P ,

,

, 一 P , )
,

0 }
,

( 2
.

9 )

故 、 全 0
,

V 。 全 0
.

下证

、 、 0 (n * co )
.

( 2
.

10 )

事实上
,

由 ( .2 5) 式得知
,

对任给的
〔 > 0

,

存在 on
,

使得 (` + 1 一均
, , 一 尸功 < 。 ,

v 0 2 0n
,

故有 O 三、 < 。 ,

丫n 2 on
.

由
〔 > 0 的任意性

,

得知 、 * 0 (n * oo )
.

第六步 最后我们证明 x 。 * 尸 , 〔 门裘
I F (几 )

.

事实上
,

由引理 1
.

3 及 (2
.

10) 式得知
,

对

任意的 。 全 。 。
,

有

1l
x 。 + : 一 p , . 1

2 = 日(1 一 入
。 + l

) (几+ l二 。 一 p , ) + 入。 + l
(, 一 p , )112

三 ( l 一 入。 + l
)

2

}}几+ 1二。 一 p , .1
“ + 2人。 + :

(, 一 p ,
, x 。 + : 一 p , )

三 ( 1一 人。 + l

)日
x 。 一 p , }}“ + 2入。 + 1、

.

取 a 。 = ! }
二。 一 p , {}

2 , a 。 = 入。 + 1 ,

纵 = Za 。 + 1、 及 侃 = 0
,

得知 a 。 任 10
, 11

,

E柔
。 a 。 == co 且

b。 = 0( 嘶 )
,

故引理 1
.

2 中的所有条件被满足
.

故由引理 1
.

2 知 }}
二。 一 尸uII “ 0

,

即 z 。 * 尸 , 〔

门柔
:

烈几 )
.

定理 2
.

1证毕
.

3 应用

本节将应用定理 2
.

1
,

作为推论得出 s址m i z u
,

T al 讯h as h i [5 ]
,

o
,

H ar a
,

P il l哪 x u [41及其他一

些人的最新结果
.

推论 3
.

1 设 c 是一实 iH lbe rt 空间 H 的非空有界闭凸集
,

设 {入
,

}是 (0
,

l) 中的序列
,

满

足 人, 一 0 而且 E柔
l 入。 = co

.

设 T : C * C 是一非扩张映象
,

且 F (刀 笋住 令 几 (x) 二

六E写到二 , : 。 C
, 。

扮
·

对任给的 x0
,

。 C C 定义一序列 {
二 。

} 如下

二。 + ; = 入。 + 1 , + (1 一 入
。 + 1

)几+ l x 。 ,

V。 全 0
,
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则 {
x。

} 强收敛于 尸 , 任 n柔
: F (几 )

,

其中 尸 是 H 到 n篡
l

证明 易知对每一 。 全 l
,

几
: C * C 是一非扩张映象

,

事实上
,

对每一
x o F (刀 及对每一 n 全 1

,

有 及 x( ) = 六
理 1

.

6 (
a
)

,

有

r( nT ) 上的投影
.

而且 F (刀 c 门篡
I F (及 )

.

艺写 ,
二 一 .x 因 x{

。
} c C

,

由引

0 = li m s u P
几科 co

工 〔 C
}}几

x 一 T (几 x川全 l i m s u p ! }几+ l x 。 一 T (几
+ l x 。

川
.

在定理 2
.

1 中取 { G ,

}
: 。 r = { T } (一元集 )

,

故推论 3
.

1 的结论由定理 2
.

1 直接可得
.

推论 3
.

2 设 H 是一实的 H i l b e r t 空 l’of
,

C 是 H 之一非空的有界闭凸子集
,

{入
。

} 是 ( 0
,

1 )

中的一序列
,

满足 入, * o 且 E裘
1入。 = co

.

设 S
,

T : C , C 是两个非扩张映象
,

使得 S T = T S

而且 F ( )S 门 F (T ) 护么 令 几 (劝 一 司去万艺之孟艺、
,一 * 夕 ,

x
, 二 〔 C

, 。 : `
·

对任意给定的
x 。 , , 〔 C

,

定义一序列 {
x 。

} 如下
x 。 + 1 二 入。 + 1 , + ( 1一 入。 + 1

)几
+ l x 。 ,

V n 全 0
,

则 {
x 。

} 强收敛于 尸。 。 n篡
I F (几 )

,

其中 尸 是 H 到 门二
; F (几 ) 上的投影

.

证明 ( l) 易知对每一 n 全 1
,

及 是 C 到 C 的非扩张映象
,

而且州 s) n 州 )T c n柔
:

州几 )
.

事实上
,

对每一 x 任 F ( 5) n F (T ) 及对每一 。 全 l
,

有

几 (x) = 赢冬石公艺
了

k = 0 坛+ J= 无

5
.

到
x = x

.

( 2 ) 因 {
x ,

} 〔 C
,

由引理 1
.

6 (b )

0 = li m s u p ! }几 x 一

n 衬 co
Z C C

有

S (几 x川 全 il m
s u p }}nT

+ l x 。 一 S (几
+ l x 。

川
,

而且 0 二 h m
。一 00 su p 二 。 cI }几

x 一 到nT x) 日全 h m su p 。一 co 日几
+ l x 。 一到 nT

十 l x 。

川
.

在定理 2
.

1 中

取 I G :

1帐 r = { S
,

T } (二元集 )
,

则推论 3
.

2 的结论由定理 2
.

1 直接可得
.

推论 .3 3 设 H 是一实的 iH lbe rt 空间
,

C 是 H 中之一非空闭凸子集
,

而 {入
。

} 是 ( 0
,

l)

中之一序列
,

满足 入。 一 0 且 艺柔
1 入。 = 00

.

设 {s( )t }
t 。 R * : C * C 是一非扩张映象半群且

nt
。 二 ,

(F s( ))t 尹么 对 x 〔 C 及每一 t 。 > 0
,

其中 It 。 } 是一正实数的发散序列
.

令

二 (
·

卜去关
` ” “ (· )

·“
,

二 C
, · 全 `

对任惫给定的 x 。 , , 〔 C
,

定义一序列 {
x 。

} 如下
x叶

: = 入。 + 1 , + ( 1 一 入。 + 1

)几+ l x 。 ,

V n 全 0
,

则 x{
。

} 强收敛于 尸 , 。 门晨
: F (几 )

,

其中尸 是 H 到 门二
I F (几 ) 上的投影

.

证明 ( l) 易知
,

对每一 。 全 1
,

几 是 C 到 C 的非扩张映象
.

事实上
,

有

I一二
二 一 二。 .}一 }}井/

`”
( s (。 )二 一 , (

。 ), )̀ 11
:
奥 /

` ”
!., (。 )二 一 , (

u
), . ,己

。

日
“ 。 J o !l `。 J O

关
t”

一
。 .1̀ 一 `xI 一 , ,,

,

` X ,

“ · `
·

1一振
<一

(2 ) 易知 门
。 。 , 、 F ( S (

s
) ) C 门篡

: F (几 )
·

事实上
,

对每一 x 任 门
: 。 , 十 F ( S (

s
))

,

有 S (
s
) x = x

,

V s 〔 R + ,

从而对每一 n 全 1
,

有

几 (x ) 一 三 l
,”

, (。 )` 一 生 l
`” 二以。 _ 二

.

艺。 J o ” t o J o
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( 3)因 {二。 }e C
,

由引理 1
.

6 ( e )
,

对每一
。 〔 丑+

,

有

0 = il m s u P
n 衬OO

怎 〔 C
}}几二 一 S (

s

) (几 x川 2 l i m s u p }}几+ l x 。 一 S (
,

) (几+ l 二。
川

.

在定理 .2

推论

l 取 I G ,

}长
r 二 {(S

。
) }

。 。 R+ ,

于是推论 .3 3 的结论由定理 2
.

1 直接可得
.

3
一

4

J = 1
,

2
,

… N

入。 * 0 (
。 +--

设 lT
,

乃
,

…
,

介 是 N 个由 C 到 C 的非扩张映象
,

满足条件 双玛 二 耳不
` 笋 j 且 F : = n之

I F (毛 ) 护 。
.

设 仆砖 是 (0
,

l) 中之一序列
,

满足

oo ) 且 E裘
: 入。 = co

.

对任意给定的 x0
,

, 。 C
, 。 + l = 入叶

l , + (l 一 ^。 + :

)几+ l x 。 ,

V n 全 0
,

其中几 = 几 (mo d 二 )
`

衷愁 }}̀ 一

ixT
件

}} = 几

则 z 。 * 尸。
,

其中 尸 是由 H 到 F := n之
, F (双 )上的投影

.

证明 由 (3
.

1) 式得知
,

对每一 乞= 1
,

2
, ,

二
,

N
,

定义一序列 1
二
衬 c C 如下

如果对每一 乞= l
,

2
,

…
,

N
,

(3
.

1)

h m su p 日几十 l
纵 一 双几+ 1

介日

= h m s uP 】j几+ , x 。 一几十 l双介】】三 il m s

uP 】】介 一 毛介】】二 h m }!介 一 双纵 !】= .0

在定理 2
.

1 中取 I G :

}
, 。 r 二 {lT

,

乃
,

…
,

踢 }
,

则推论 .3 4 的结论由定理 2
.

1 直接可得
.

推论 .3 4 证毕
.

注 l ( l) 推论 .3 4 是 o’ H ar a ,

iP nay, x u l’ ] 中的定理 .3 3
.

现在这一定理作为本文定理 2
.

1

的推论而得出
.

(2 )定理 2
.

1也推广和改进了文 降
,

3
,

6
,

s] 中的相应的结果
.
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