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摘　要　考虑到目前各向异性损伤理论存在一些不足 , 该文在增量型各向异性损伤理论的框架下 , 引入二阶

对称张量 ,构造四阶对称有效损伤张量 , 建立了有效应力方程.类似于塑性流动分析方法 , 定义了增量弹性应力-应

变关系.利用 von Mises 塑性屈服准则 ,并考虑各向异性损伤效应 ,推导出四阶对称的弹-塑性变形损伤刚度张量 , 其

对称性反映了材料的固有特性.根据物体的变形和现时损伤状态 ,构造了材料损伤演化方程 , 方程中各项具有明确

的物理意义.通过对 Al2024-T3金属薄板单向拉伸的有限元分析 , 确定了损伤演化参数 , 验证了损伤演化方程的正

确性.此外还对含孔口薄板做有限元模拟 , 讨论了反力-位移曲线的变化规律以及它所揭示变形性质 , 给出了损伤

场的分布规律.
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0　引言

在冶金生产过程中 ,由于提纯方面存在一定的

难度 ,金属基体材料中分散着二相颗粒-金属化合

物.在一定的外部因素(包括力 、温度 、辐射等)作用

下 ,二相颗粒破裂而形成大量的微空洞 ,当外界作用

增加时 ,则塑性流动增加 ,微空洞长大 ,贯通而形成

宏观裂纹 ,材料逐步劣化直至最后破坏.连续介质损

伤力学视这些离散的缺陷均匀分布 ,在此简化假设

下采用连续介质力学理论 ,同时引入一个或几个连

续的内部场变量用以描述材料的劣化程度 ,研究材

料的变形 、破坏规律.Lemaitre用标量函数描述损伤

变量
[ 1 , 2]
,借助材料刚度的退化来定义损伤量值的大

小.实际上损伤依赖于材料的初始状态 、应力或应变

场.标量形式损伤定义不足以反映材料劣化的实质.

Chow和Wang 采用二阶张量损伤变量
[ 3 ,4]
,借助于有

效承载截面积的减小来描述损伤.一点的截面积具

有方向性 ,不同方向上的损伤程度不同 ,须用张量来

表征.

损伤力学理论用于解决问题的一个有效途径是

和有限元分析方法相结合 ,其中损伤演化规律和增

量型刚度矩阵的描述尤为重要.Lemaitre 定义的损伤

演化方程具有明显的物理意义 ,损伤的演化和塑性

应变成正比 ,而应力三轴性因子则做为损伤继续扩

展的控制量
[ 2]
.由 Lemaitre 损伤理论导出的材料刚

度矩阵是对称的 ,易于在有限元数值计算中运用
[ 1]
.

而采用 Chow 和Wang 的损伤理论 ,由于张量损伤的

复杂性 ,其损伤演化规律的物理含义不够明显 ,且由

它导出的刚度矩阵为非对称
[ 4]
,有悖于材料性能的

客观规律.Jong 等在其文章中已发现此问题
[ 5, 6]
,他

将损伤增量部分归入不平衡力 ,从形式上得到对称

刚度矩阵 ,但损伤项对刚度直接的影响被忽略了.因

此对各向异性损伤理论 ,有必要做深入的研究.

本文作者曾采用 Lemaitre 损伤演化理论的基本

思想
[ 2]
,构造各向异性损伤演化规律 ,并用于金属板

材成形问题的研究
[ 7, 8]
,但仅限于比例加载情况.本

文在增量型各向异性损伤理论框架下 ,利用有效损

伤张量建立增量有效应力方程 ,构造损伤演化规律 ,

导出了对称的弹塑性变形损伤刚度张量 ,并将它写

入大型通用有限元程序 ABAQUS 的用户子程序

UMAT.通过对 Al2024-T3金属薄板单向拉伸的计算

模拟并和实验结果比较 ,验证了理论的正确性.本文

还对含孔口的薄板做数值模拟 ,给出了三个主损伤

场的分布规律.

1　有效应力

选择损伤变量为二阶对称张量 ,即 Dij =Dji ,则
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连续性张量 ψij为

ψij ≡δij -Dij (1)

其中 δij是 Kronecker delta.则连续性张量 ψij的逆张

量φij为

φikψkj =ψikφkj =δij

φij ≡ψ
-1
ij =(δij -Dij)

-1 (2)

取损伤 Dij对ψmn和φmn的偏导数

 ψmn
 Dij

=-δimδjn

 φmn
 Dij

=
 ψ

-1
mn

 Dij
=φmiφnj

(3)

构造损伤影响张量

Mijmn =
1
2
(φimδjn +φinδjm) (4)

很明显Mijmn也是一四阶对称张量 ,它满足如下关系

Mijmn =Mjimn =Mijnm =Mmnij (5)

不同于 Chow和Wang的定义
[ 3]
, 本文定义增量型有

效应力方程如下

dσij =Mijkldσkl

dσkk =
1
2
(φkl +φlk)dσlk

(6)

此关系也可表示为

 σmn
 σij

=Mmnij (7)

有效偏增量应力为

dsmn ≡dσmn -δmn dσkk 3 =

Mmnijdσij -
1
3
δmnφkldσkl (8)

这里须注意 ,和方程(6)不同 ,有效偏应力方程不成

立 ,即 dsmn ≠Mmnijdsij ,但 dskk =0是成立的.

2　弹性变形与损伤

考虑各向异性损伤 ,弹性余能定义为

ρφe ≡
1+ν
2E
σijσij -

ν
2E
σiiσjj (9)

类似于塑性流动分析
[ 4]
, 定义弹性应变增量为

dε
e
m n ≡dλe

 Fe

 σmn
(10)

这里 ,令 Fe =ρφe ,则式(10)化为增量弹性应变-应

力关系

dε
e

m n =dλeMmnij

1 +ν
E
σij -

ν
E
δijσkk =

dλeMmnij
1 +ν
E
δikδjl -

ν
E
δijδkl σkl =

dλeMmnijCijklσkl (11)

其中 Cijkl =
1+ν
E
δikδjl -

ν
E
δijδkl是弹性刚度矩阵 ,可见

材料初始为各向同性的.在弹性变形范围内 ,令 dσij

=dλeσij , 则

dε
e

m n =MmnijCijkldσkl (12)

同时 ,定义有效弹性应变为

dε
e

m n ≡dλe
 Fe

 σmn
=dλeρ

 φe

 σmn
=

dλeCmnijσij =Cmnijdσij (13)

在有效应力-应变空间 ,积分上式可得

ε
e
m n =Cmnijσij (14)

这和 Chow和Wang
[ 3 , 4]
的结果相同.利用式(12)和

(13),可得到弹性应变和有效弹性应变之间的关系

如下

dε
e
m n =Mmnijdε

e
ij 　或

dε
e

ij =M
-1
ijmn dε

e

m n

(15)

定义有效偏弹性应变增量为

de
e
m n =dε

e
m n -δm n dε

e
k k 3 (16)

类似于有效偏应力增量 ,有效弹性偏应变方程不成

立 ,即 demn ≠Mmnij deij .但 dekk =0 是成立的.由式

(8)、(13)和(15),可得到有效偏应力-应变之间的关

系

de
e
m n =dλe

1+ν
E

smn =
1
2G

dsmn (17)

积分上式 ,则

e
e
mn =

1+ν
E

smn =
1
2G

smn (18)

方程式(14)和 (18)显示 ,在有效应力-应变空间 ,

存在着简单的弹性关系.利用式(6)和(15),有

dσmn dε
e

m n =dσmnMmnijdε
e

ij

dσmn dε
e

m n =Mmnijdσijdε
e

m n

(19)

很明显 ,应变能等效是以增量的形式体现的

dU(dσmn , Dmn)=
1
2
dσmndε

e
mn =

·263·第3 期　　　　　　　　　　　　樊建平等:　增量型各向异性损伤理论与数值分析　　　　　　　　　　　　　　　



dU(dσmn ,0)=
1
2
dσmn dε

e

m n (20)

这与Chow 和Wang
[ 3]
的应变能等效形式有所不同.

损伤能量释放率定义为

Ymn ≡ρ
 φe
 Dmn

=

-
1 +ν
E
σijφimσnj +

ν
E
σkkφjmσnj (21)

它也是二阶张量 ,并和Chow 和Wang
[ 4]
的结果一样.

3　塑性变形与损伤

含各向异性损伤的 von Mises屈服准则为
[ 4]

FP(σ,R)=σP -{R0 +R(p)} (22)

其中 R0 初始应变硬化门坎值 , R(p)是增量应变硬

化门坎值 , p 为等效塑性应变 ,其表达式为:p =

∫
2
3
﹒ε

p

ij﹒ε
p

ij

1 2

dt , R(p)可根据具体情况取不同的形

式 ,一个特殊的例子为 R(p)=K
p
n

1-D
.采用有限元

数值分析时 ,可直接输入单轴拉伸的实验的数据点 ,

而不需要解析表达式.有效 von Mises应力为 σP =

3
2
sij sij

1 2

.由塑性流动准则确定塑性应变增量

dε
P

m n ≡dλP
 FP

 σmn
=dλP

 σP
 σmn

=

dλP
3
2

sij

σP

 sij
 σmn

=MmnijdλP
3
2

sij

σP
(23)

另一方面 ,定义有效塑性应变增量为

dε
P

m n ≡dλP
 FP

 σmn
=dλP

 σP
 σmn

=

dλP
3
2

smn

σP
(24)

由式(23)和(24)可分别得到 dε
P
m n ≡MmnijdλP

3
2

sij

σP
=

φijdλP
3
2

sij

σP
≠0和 dε

p

m n =dλP
3
2

smm

σP
=0.说明在有

效塑性应变空间 ,无体积改变 ,而在真实塑性应变空

间 ,却是有体积改变的.两应变张量之间的关系为

dε
P

m n =Mmnijdε
P

ij 　或

dε
P
ij =M

-1
ijmn dε

P
m n

(25)

弹性应变式(15)和塑性应变式(25)具有相同的关系

式.联立一致性条件

 FP

 σmn
dσmn +

 FP

 R
dR
dp
dp =0 (26)

和方程式(13)、(25),得到有效塑性应变增量

dε
P

m n ≡dλP
 FP

 σmn
=

1
A
 FP

 σkl
C
-1
mnijdεij

 FP

 σmn
(27)

其中 A=
dR
dp +

 FP

 σmn
C
-1
mnij

 FP

 σij
是标量.在有效空间中 ,

增量应力-应变关系为

dσmn =C
-1
mnij(dεij -dε

p

ij)=

C
-1
mnijdεij -C

-1
mnij

1
A

 FP

 σkl
C
-1
klrpdεrp

 FP

 σij
=

C
-1
mnijdεij -

1
A
C
-1
mnrp

 FP

 σkl
C
-1
klijεij
 FP

 σrp
=

C
-1
mnij -

1
A
C
-1
mnrp

 FP

 σkl
C
-1
klij

 FP

 σrp
dεij =

Emnijdεij (28)

其中 Emnij =C
-1
mnij -

1
A
C
-1
mnrp

 FP

 σkl
C
-1
klij

 FP

 σrp
为有效刚度张

量 ,它是对称的.继而利用式(6)、(15)和(25),即得

到应力-应变关系为

dσij =M
-1
ijklEklrsM

-1
rsmndεmn =E ijmndεmn (29)

其中 E ijmn=M
-1
ijklEklrsM

-1
rsmn是四阶对称刚度张量 ,它将

被写入用户子程序 ,应用到有限元分析中.

4　损伤演化方程

考虑最简单的情况 ,认为损伤势 Fd 为损伤能

量释放率Y 的线性函数 ,它有如下的形式

Fd = V:Y (30)

这里 , V用来体现各向异性损伤演化.根据 Chow 和
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Wang的分析
[ 4]
, V应与主应变方向有关.因此 ,这

里假设各向同性损伤演化正比于现时损伤的静水分

量部分和体积应变 ,而假设各向异性损伤演化正比

于应变主方向上的现时损伤幅值和应变主值本身.

基于此假设 ,损伤演化方程可表示为

D
·

=λ
·

p

 Fd

 Y
= Vp

·

(31)

和

V =C1(1 -α1Dm)εmI +

C2 ∑
3

i=1
(1-α2D

ν
i)ε

ν
i(νi  νi) (32)

其中 , Dm =(D11 +D22 +D 33) 3 , εm =(ε11 +ε22 +

ε33) 3 , νi 是应变主方向上的单位矢量 , D
ν
i =νi·D·

νi(不对 i 约定求和), ε
ν
i 为主应变 , 且满足

ε
ν
1ε
ν
1 +ε

ν
2ε
ν
2+ε

ν
3ε
ν
3=1 , C1 、C2 、α1 、α2 是材料参数.

5　薄板单向拉伸与损伤系数确定

为了验证上述损伤理论的正确性 , 本文采用

Al2024-T3金属薄板 ,该材料广泛应用于航空航天工

业中 ,其化学成分由表 1给出.

表 1　材料的化学成分 wt%

锌 硅 锰 镁 钛 铁 铜 铬

0.25 0.50 0.3～ 0.9 1.2～ 1.8 0.15 0.50 3.8～ 4.9 0.10

表2给出材料单向拉伸的机械性质 ,其真实应

力-应变关系可近似表示为:σ=Eε, σ≤σs ;σ=Aε
n
,

σ>σs .

表 2　材料的拉伸性质

扬氏模量 泊桑系数 A-值 硬化指数 屈服应力

70 GPa 0.34 660MPa 0.13 350 MPa

图1是Al2024-T3细观结构图 ,在铝质基体中有

大量的金属化合物 ,它们是由一些化学元素聚集而

成的 ,如 CuMgAl2 , Cu2MnAl20 , 和 Cu2FeAl7 ,测得其

平均尺寸约为 40μm ,一般来说 ,对金属材料做损伤

力学分析时 , 选取代表性体积单元的特征长度为

0.1 mm ,它仅是宏观结构上的一个点 ,故可对宏观

结构采用连续介质损伤力学做分析;但从细观的角

度看 ,此代表性体积单元应包含足够多的微缺陷 ,以

反映材料的统计平均量.当夹杂特征尺寸小于 40

μm ,其统计平均的效果更好 ,若等于或大于 1 mm则

应考虑采用断裂力学研究方法了.当外载荷达到某

一指定值时 ,此脆性夹杂破裂并形成微孔洞 ,进一步

增加塑性应变 ,微孔洞长大 、贯通形成宏观裂纹 ,最

后导致材料破坏.

图 1　Al2024-T3 金属薄板

(黑色颗粒是金属化合物)

采用与实验相同的材料性质和几何参数做有限

元数值模拟 ,全偶合的弹塑性损伤本构关系通过编

写用户子程序的方式联入大型商用有限元程序

ABAQUS模拟 AL2024-T3单向拉伸变形过程.由于

对称性 ,仅取 1 4结构 ,边界条件 、加载条件以及有

限元网格由图2表示.计算过程大致表述如下:

图 2　用于有限元模拟的拉伸试样

(1)预测节点位移

(2)根据预测增量结果 ,更新单元积分点状态

(3)检测增量步结束时矩平衡和能量平衡是否

满足

(4)采用 Newton-Raphson 方法更新预测节点位

移增量

(5)反复迭代直到得到满意的收敛结果

在方程式(32)中 ,等式右边第一项是和各向同
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性损伤演化相关的.即当 C 1≠0且 C2=0时 , 材料

内部仅产生各向同性损伤 ,而当 C1 =0且 C2 ≠0

时 ,材料内部将产生各向异性损伤.C 1和 C2 的比值

反映了现时状态下各向同性和各向异性损伤对下一

步损伤演化的影响.而系数 α1 和 α2 仅是对现时各

向同性和各向异性损伤的一个放大系数 ,其作用是

为了使本公式能够适应于不同的材料.损伤参数

C1 , C2 , α1 和 α2 由损伤实验数据点确定.调节损伤

参数 ,得到不同的演化曲线 ,选择一条合适的曲线 ,

所确定的损伤参数为 C1 =7.5 , C2 =8.0 , α1=6.0

和 α2=9.0.得到的损伤演化曲线如图3所示.对于

图 3　薄板单向拉伸的损伤值(数值模拟与实验

比较 , 实验值取自 Chow 和Wang[ 3])

其它材料 ,如羟磷灰石颗粒增强-聚丙交脂基复合材

料(HAp PLLA),只要由单向拉伸确定简单机械常数

并由数值模拟确定损伤参数 ,既可用本文的损伤理

论进行数值分析.图 3 的实验结果取自 Chow 和

Wang 的文献[ 3] ,其实验过程为:对哑铃形试样实行

单向加载-卸载循环 ,由于损伤的不可逆性 ,材料性

能逐步劣化 ,以材料常数的降低反映此劣化的规律.

D1=1-(E E)
1 2
,D2=1-(1-D1)ν  ν,其中 E 和 ν

是受损杨氏模量和泊桑系数.

6　含孔口薄板弹塑性损伤分析

在结构分析中大应变问题较难处理 ,这是因为

它是一种严重的非线性行为.对于一般结构的弹-塑

性变形分析 ,应变可控制在 2%～ 3%以下 ,属小应

变问题.但对于诸如颈缩 、金属成形和后屈曲等特殊

变形 ,其应变可达到 30%～ 50%,对应的变形也为

大变形 ,须采用几何非线性计算.损伤分析须在几何

非线性结构中得以体现.本文以方形薄板含中心圆

孔为研究对象 ,考虑局部出现颈缩时 ,研究其弹-塑

性变形 、各向异性损伤力学行为.加载条件 、边界条

件和有限元网格如图 4 所示 ,几何尺寸为 a =720

mm , r=180 mm , 板厚 δ=1 mm , 最大拉伸位移 Δ

=40 mm , 由于对称性 ,仅取 1 4为研究对象.

图 4　含中心圆孔方板拉伸试样

　　图 5显示反力-位移曲线 ,即反力随板的伸长量

的变化规律.有损伤和无损伤影响的数值结果绘入同

一图中 ,以显示损伤效应.在开始阶段 ,反力增加非常

迅速 ,但当它达到其极值点时 ,方向逆转而进入下降阶

段 ,这种现象表明 ,材料开始产生局部颈缩.在颈缩区

截面的收缩率超过了材料硬化所引起的刚度增加率 ,

因此切线刚度为负 ,这种非稳定软化性能将引发材料

继续局部颈缩和弹-塑性卸载.尽管有损和无损曲线显

示出相同的变化趋势 ,但进入最大值的时间不同 ,之后

有20%的差距 ,损伤降低了材料的整体刚度.
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图 5　反力-位移曲线

　　图 6给出 3个损伤场的分布图 , D1 、D 2 、D3 分

别为 x 、y 、z 三个方向损伤值.由图可见 ,损伤仅产

生于右下角局部区域 ,是由于此处产生大的塑性流

动.D1 的最大值出现在孔口 ,此处的应力集中系数

和塑性流动最大;D 2 的损伤值最大 ,是因为沿着加

载方向 ,有较大的变形量.由图可见 ,最大损伤值已

从孔口扩展到边缘;D3 的大小反映了薄板厚度方向

的收缩流动 ,由图可见 ,厚度方向的损伤大过侧面收

缩(y 方向)的损伤 ,揭示了板材局部变薄在颈缩变

形中起十分重要的作用 ,采用二维分析会忽略这一

点.

图 6　方板中损伤云图

7　结论

采用各向同性单变量损伤描述材料性能劣化

时 ,由于无法体现不同方向上材料的受损程度 ,其应

用有一定的局限性.而采用各向异性损伤时 ,研究的

复杂性和困难程度大大增加 ,一方面使得损伤变量

的物理意义不明显 ,难以辨识损伤变量所直接揭示

材料的变形特征;另一方面由各向异性损伤理论所

推导出弹塑性损伤刚度矩阵不对称 ,它将直接影响

到应力或应变的对称性 ,这有悖于材料变形的固有

特征.考虑上述因素 ,本文在增量型各向异性损伤理

论框架下 ,同时参考前人的研究方法 ,进行理论推

演 ,导出弹塑性损伤本构关系 ,得到了对称的刚度张

量.提出了各向异性损伤演化规律 ,其各项具有明显

的物理意义.将此弹塑性损伤本构通过用户子程序

的方式写入通用有限元分析程序.对单向拉伸试样

和含空口薄板做了数值模拟 ,验证了本构方程和损

伤演化的有效性.本文对弹塑性变形各向异性损伤

理论的主要贡献是:

(1)构造了增量型有效应力方程.

(2)定义了增量弹性应变-应力关系.

(3)导出了四阶对称的弹-塑性变形损伤刚度

张量.

(4)提出了具有明确物理意义的损伤演化规

律.
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INCREMENTAL ANISOTROPIC DAMAGE THEORY

AND ITS NUMERICAL ANALYSIS

Fan Jianping　　Tang Chakyin
(Department of Industrial and Systems Engineering , The Hong Kong Polytechnic University , Hong Kong)

Abstract　Under the framework of incremental anisotropic damage theory , this paper addresses the study of

construction of the effect damage tensor and the effective stress equation using second-order symmetrical damage tensor.

The incremental elastic stress-strain relation is derived.The process is similar to the analysis in plastic flow.Using von

Mises yield criterion with anisotropic damage involved , the fourth-order symmetrical elasto-plastic-damage stiffness tensor

is obtained.It reflects the intrinsic behaviour in material deformation.The damage evolution equation is constructed

which is proportional to the equivalent plastic strain and the present damage.By simulating Al2024-T3 sheet metal in

uni-axial tension , the damage parameters are determined.The validity of the damage evolution is verified by comparising

the computed damage values with the experimental ones.This paper also presents some discussion on the damage

distribution in a rectangular plate with a center hole.

Key words　anisotropic damage , elasto-plastic deformation , damage evolution , stiffness tensor , finite element

simulation
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