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平面齿轮的高阶接触啮合理论
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(香港理工大学 , 　中国香港)　C.Y.Chan

摘要　根据互相啮合的一对齿廓高阶接触要求 ,确定媒介齿条产形轮齿廓所应满足的条件 ,使互相

啮合的共轭齿廓达到 4阶接触。并研究了这种媒介齿条齿廓齿形曲线的构造方法 。

关键词　齿轮　高阶接触　媒介齿条

1　曲线的 4阶近似

将曲线在一点 M0 的邻域用 4阶戴劳级数展开
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图 1　点到切线的距离

如图 1 ,曲线上 M 点到M0点切线的距离为
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因为　n·dr
du
=0;弧长微分 Δs= E Δu=Δx ,则
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两曲线的诱导曲线可局部展开为
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对一般齿轮 ,上式系数都不为零 ,齿面啮合点邻域

间隙为 2阶无穷小 。人们只能尽量减少该系数 ,例如

尼曼蜗杆 。如第 1 项系数为零 ,意味着两齿面在啮合

点曲率相同 ,齿面啮合点邻域间隙为 3阶无穷小。如

前两项系数都为零 ,齿面啮合点邻域间隙将为 4阶无

穷小 。本文研究使齿面啮合点邻域间隙为 3 阶和 4

阶无穷小的条件 。本文的研究思路为 ,先假定媒介齿

条的齿形是待定的 ,分别求出两共轭齿廓的齿形 ,再根

据两共轭齿廓的最佳接触条件 ,确定媒介齿条的齿形。

2　齿面啮合点邻域间隙为 4阶无穷小

的条件

　　根据啮合原理 , 已知媒介齿条齿廓曲线 y =y

(x),对应齿轮齿廓和法矢可表示为下列公式 ,参见图

2。

图 2　媒介齿条与共轭齿轮的产生(图中 v 表示媒介齿条不动 , 齿

轮转动和轮心移动)
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根据齿廓法线法 ,齿条的移动距离 l 与齿轮转动
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角度 之间满足
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将式(3)用矩阵表示
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由于媒介齿条的坐标原点取在齿廓法线与齿条节

线的交点 ,在此处  =
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齿廓法线矢量取决于媒介齿条的齿廓法线矢量 ,

即
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齿廓曲线局部展开式的 2阶参数 n·
d2
r

du2为
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式中 ,  =0 , l=x +yy′=0。

对轮 1 ,2 分别有
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曲率中心坐标　yc=y +
1+y′2

y″ =0 ,根据曲率中

心坐标和渐曲线性质 ,知曲率中心必在 x 轴上 。故欲

使2阶系数为 0 ,媒介齿条曲率中心必处处落在齿条

节线上。为求 3阶参数
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对轮 1 ,2 分别有
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欲让 3阶参数恒为0 ,必同时满足式(19)和式(23)

两条件。为求 4阶参数的系数 ,有
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对轮 1 ,2 分别有
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齿面啮合点邻域间隙为 4阶无穷小

δ=k 4 Δx
4 (26)

3　媒介齿条齿廓的构造

一条曲线的曲率中心所在的曲线称为渐缩线 ,对

应的曲线则称为渐伸线。直线既没有渐伸线也没有渐

缩线。但我们可以人为地构造一小段一小段曲线 ,使

这些曲线段的首末端曲率中心过直线 ,满足式(19)和

式(23)两条件 。

3.1　满足 3阶接触的媒介齿条

设在平面上给定一点(x0 , y0),以及过该点的微段

曲线的切线方向 y 0′,由于微段曲线段曲率过 x 轴
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给定曲率中心横坐标的 1个增量 Δxc 和对应的曲

线坐标增量 Δx , Δy 。得到(x1 , y1)点 。则
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二阶导数 y″, y 应由式(28)确定 。故该微段可展

开成泰勒级数
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显然 ,在 x=x0点处 ,该曲线与原曲线有相同的坐

标 、斜率 、曲率和 3阶导数。给定曲线一个增量 x -x0

=Δx , 这时 , x =x1 , y =y 1 ,要求在该微曲线段终点

处 ,仍然满足式(28)。

y 1′=y 0′+y0″(x-x0)+
y 0 
2 !
(x-x0)

2+

a4

3 !
(x-x0)

3+
a5

4 !
(x -x0)

4 (30)

y 1″=y 0″+
y 0 
1 !
(x-x0)+

a4

2 !
(x-x0)

2

+
a5

3 !
(x -x0)

3
(31)

y 1 =y0 +a4(x-x0)+
a5

2 !
(x-x0)

2 (32)

令 x1-x0=Δx , y1-y0=Δy , 4个未知数 Δx , Δy ,

a4 , a5应满足式(29 ～ 32)4个方程 。

3.2　满足 2阶接触的媒介齿条

设在平面上给定一点(x0 , y0),以及过该点的微段

曲线的切线方向 y 0′,由于微段曲线段曲率过 x 轴

yc=y 0+
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=0 , y0″=
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2)
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给定曲线坐标 1个增量 Δx 、Δy ,得到(x1 , y1)点。
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对应的曲率中心横坐标的 1个增量　Δxc=
Δx

cos2β
=(1

+y′20)Δx ,可保持原压力角不变。考虑到压力角的增

量 , Δxc=k
Δx

cos2β
=k(1+y′20)Δx 。

式中 , k 为压力角变化系数 ,0<k <1。则
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tanγ1=
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二阶导数应由式(28)确定。故该微段可展开成泰

勒级数
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显然 ,在 x =x0 点处 ,该曲线与原曲线有相同的坐

标 、斜率 、曲率 。给定曲线一个增量 x -x0=Δx , 这

时 , x =x 1 , y =y1 ,要求在该微曲线段终点处仍然满足

式(34)。
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令 x 1-x0=Δx , 2个未知数 a3 , a4 应满足式(36)、式

(37)2个方程 。解得

a4=
12
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3[(y0′-y1′)+

Δx
2 (y 0″-y 1″)]

a3=
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(y1″-y0″-
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最后由式(34)求 y 1 , 就是下一个点。但必须与

tanγ1=
dy 1

dx1
=

xc1-x1

y
的 y 1 一致 ,这要反试算才可实

现。计算结果为

图 3　产生高阶接触齿廓的媒介齿条(产形轮)

x0=0 , y1=0 , dy 1=2.3439 ,ddy1=0 , a3=-1.514777 ,

a4=2.157533

x1=1 , y1=2.485 , dy1 =2.3497 , ddy1=-0.436011 , a3

=2.319431 , a4=-5.528967

x1=2 , y 1=4.673 , dy1 =2.15191 , ddy1 =-0.881063 ,

a3=5.412808 , a4=-11.716919

x1=3 , y 1=6.6984 , dy1 =2.02443 , ddy1 =-1.32671 ,

a3=8.292781 , a4=-17.474321

x1=4 , y 1=8.6136 , dy1 =1.93172 , ddy1 =-1.77109 ,

a3=11.078202 , a4=-23.041517

每段之间平分 10份 ,求得各 x 值对应的 y 值 ,可

得媒介齿条齿形 。

图 4　高阶接触齿轮的啮合

图 5

4　结论

根据齿廓法线法 ,啮合条件为 x+yy′=0 ,对媒介

齿条形状没有要求 ,齿面啮合点邻域间隙为 2阶无穷

16　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　机械传动　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2006 年



文章编号:1004-2539(2006)05-0017-03

行星齿轮系统的运动分析及动力学仿真

(重庆大学 机械传动国家重点实验室 , 　重庆　400044)　袁　敏　李润方

(立德管理学院 资讯传播学系应用资讯研究所 , 　台湾 台南)　林建德

摘要　应用行星轮系的图画表示法与基本回路方法 ,对行星齿轮变速器进行了运动分析与效率计

算;采用键合图理论 ,建立了系统的动态模型 ,并进行了动力学仿真 ,仿真结果具有明显的规律性 ,从而

为行星传动技术的研究提供一种正确的理论分析方法 。

关键词　行星齿轮　传动效率　键合图　仿真

　　引言

行星齿轮传动广泛地应用于现代机械传动设备

中[ 1] ,本文应用行星轮系的图画表示法与基本回路方

法 ,对行星齿轮变速器进行了运动分析与效率计算;采

用键合图理论 ,建立了系统的动态模型 ,并进行了动力

学仿真 ,从而为行星传动技术的研究提供一种正确的

理论分析方法。

1　行星齿轮系统的运动分析

本文要讨论的行星齿轮系统是一种汽车自动变速

器 ,机构简图如图 1a所示 。根据Lam , K.T.提出的图

画转换方法[ 2] ,可得到图 1b所示的齿轮系图画 。

图 1　行星齿轮自动变速器及其图画

1.1　基本回路运动方程式
[ 2]

基本回路是由 3点 、1 个齿轮副边和 2个回副对

边(或回副对多边形)所构成。若 ωi , ωj 与ωk 分别为

基本回路中对应 3个构件 i , j与 k 的转速 ,且 i 与 j是

一对啮合齿轮 ,基本回路方程式可写成

ωi-γij ωj+(γij-1)ωk=0 (1)

式中 , γij=±zj/z i , z i和 zj 分别表示齿轮 i 与 j的齿数 ,

正负号分别表示齿轮副为内啮合或外啮合齿轮副 。

由图 1b知该图画有 4个基本回路 ,分别是 1-6-

4 ,1-5-2 ,2-6-4 , 3-5-2 ,按式(1)列出基本回路

方程式 ,分别为

ω1-γ61ω6+(γ61-1)ω4=0

ω1-γ51ω5+(γ51-1)ω2=0

ω2-γ62ω6+(γ62-1)ω4=0

ω3-γ53ω5+(γ53-1)ω2=0

(2)

式中 , γ61 =-z6/z1;γ51 =-z5/z1;γ62 =z6/z2;γ53 =

z5/z3 ,其中各齿轮的齿数如图 1中标注。

1.2　行星齿轮系统的传动比

如图所示当制动组件 B 4作用(即组件 4的转速

为零 ω4=0),离合器与组件 3接合(C3作用),是该变

速器的一个档位 。依据 4个基本回路方程式 ,因 ω4=

0 ,可得矩阵式

1 0 0 -r61

1 r51-1 -r51 0

0 1 0 -r62

0 r53-1 -r53 0

ω1

ω2

ω5

ω6

=

0

0

0

-ω3

代入具体数值求解得到

小。而如(x +yy′)′=0 ,媒介齿条齿廓曲率中心必须

处处落在节线上 ,意味着两共轭齿廓曲率相同 。齿面
啮合点邻域间隙的 3阶参数由(x +yy′)″表出 。而如

媒介齿条形状同时满足(x +yy′)′=0和(x +yy′)″=

0 ,齿面啮合点邻域间隙的 3阶参数为 0 ,齿面啮合点

邻域间隙为4阶无穷小。齿面啮合点邻域间隙的 4阶

参数由(x +yy′) 表出 。从逻辑上看很有规律 。本文

还远不完善 ,只是抛砖引玉以期引起学术界重视。
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