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摘要:　借助预解式技巧 , 寻求二次极小化问题 minx∈Ψ‖x‖
2的解 ,其中Ψ是 Hilbert空间中某一广

义平衡问题的解集 , 与一无穷族非扩张映像的公共不动点的集合 , 以及某一变分包含的解集的交

集.在适当的条件下 ,逼近上述极小化问题的解的一新的强收敛定理被证明.
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1　引言及预备知识

本文处处假定 H是一具内积 〈· , · 〉和范数 ‖· ‖的实 Hilbert空间 , C是 H的一非空的

闭凸子集 , F(T)= x∈ H:Tx=x是 T的不动点集.

设 A:H※H是一单值的非线性映像 , M:H※ 2
H
是一多值映像.所谓的拟-变分包含问题

(参见 Noor和 Chang的文献 [ 1-3] )是求一 u∈ H使得

　　θ∈ A(u)+M(u). (1)

由结构分析学 、力学 、经济学所提出的许多问题 ,都可归结为在这一类变分包含的框架下进行

研究(例如文献 [ 4] ).

变分包含问题(1)的解集记为 VI(H, A, M).

特例

(Ⅰ )如果 M=  :H※ 2
H
,其中  :H※R∪ +∞ 是一真凸的下半连续函数 ,而   是

 的次微分 ,则变分包含问题(1)等价于求一 u∈ H使得

　　〈Au, y-u〉 + (y)- (u)≥ 0, 　　 y∈ H. (2)

该式称为混合拟 -变分不等式
[ 5]
.

(Ⅱ)如果 M= δC,其中 C是 H之一非空闭凸子集 ,而 δC:H※ [ 0, ∞] 是 C的指示函数 ,即
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　　δC(x)=
0 , x∈ C,

+∞, x C,

则变分包含问题(1)等价于求 u∈ C使得

　　〈A(u), v-u〉≥ 0, 　　 v∈ C. (3)

这一问题称为 Hartman-Stampacchia变分不等式(例如文献 [ 6] ).变分不等式(3)的解集记为

VI(C, A).

一映像 S:C※C称为非扩张的 ,如果

　　‖Sx-Sy‖ ≤‖ x-y‖ , 　　 x, y∈ C.

定义 1.1　一映像 A:H※H称为 α-逆 -强单调的(见文献 [ 7-8] ),如果存在一 α>0使得

　　〈Ax-Ay, x-y〉≥α‖Ax-Ay‖
2
, 　　 x, y∈ H.

一多值映像 M:H※ 2
H
称为单调的 ,如果对任意的 x, y∈ H, u∈ Mx, v∈ My就有 〈u-v,

x-y〉≥ 0.一多值映像 M:H※ 2
H
称为极大单调的 ,如果它是单调的 ,而且如果对任意的(x,

u)∈ H×H,当 〈u-v, x-y〉≥ 0对每一(y, v)∈ graph(M)(映像 M的图像)成立时 ,就有 u

∈ Mx.

命题 1.1
[ 9]
　设 A:H※H是一 α-逆-强单调映像 ,则

1)A是一(1/α)-Lipschitz的 、连续的单调映像;

2)如果 λ是(0, 2α] 中的任一常数 , 则映像 I-λA是非扩张的 , 其中 I是 H上的恒等映

像.

设 B:C※H是一非线性映像 ,而 F:C×C※R是一双变量的函数.所谓的广义平衡问题是

求一点 u∈ C使得

　　F(u, y)+〈Bu, y-u〉≥ 0, 　　 y∈ C. (4)

问题(4)的解集记为 GEP.如果 B=0,则问题(4)化为下面的平衡问题:求 u∈ C使得

　　F(u, y)≥ 0, 　　 y∈ C. (5)

问题(5)的解集记为 EP.

平衡问题于 1994年由 Blum和 Oettli
[ 10]
引入 ,它在纯粹和应用科学方面取得巨大的效果

和影响.实践证明 ,平衡问题理论 ,为经济学 、金融学 、图像恢复 、生态学 、运输 、网络 、弹性理论

及最优化理论等所提出的许多问题 ,提供一种新的 、统一的处理方法.

引理 1.1
[ 11]
　设 E是一严格凸的 Banach空间 , C是 E的一闭凸子集.设 Tn:C※C 是一

非扩张映像的序列 ,且 ∩
∞
n=1F(Tn)≠ .设 λn 是一正数的序列 ,且∑

∞

n=1λn=1.则由下式

所定义的映像 S:C※C:

　　Sx=∑
∞

n=1
λnTnx, 　　x∈ C (6)

是适定的 、非扩张的且 F(S)=∩
∞
n=1F(Tn).

在本文中 ,我们致力于研究下面的二次极小化问题

　　min
x∈ Ψ
‖ x‖

2
(7)

解的存在性及解的逼近问题 ,其中 Ψ=F(S)∩ GEP∩ VI(H, A, M), F(S)是由式(6)所定义

的映像 S的不动点集 , GEP是广义平衡问题(4)的解集 ,而 VI(H, A, M)是变分包含问题(1)的

解集.

为此 ,我们首先追述某些定义 、结论及符号.
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以后 ,我们用 xn x和 xn※x分别表示序列 xn 的弱收敛和强收敛.

设 H是一实 Hilbert空间 , C是 H的一非空的闭凸子集.对任意的 x∈ H,在 C中存在唯一

的最近点 ,记为 PC(x), 使得

　　‖x-PCx‖ ≤‖x-y‖ , 　　 y∈ C.

由 H到 C上的这一映像 PC称为度量投影.众所周知 ,度量投影 PC:H※C是非扩张的.

定义 1.2　设 H是一 Hilbert空间 , M:H※ 2
H
是一多值的极大单调映像 ,则由下式定义的

单值映像 JM, λ:H※H:

　　JM, λ(u)=(I+λM)
-1
(u), 　　u∈ H

称为与 M相关的预解算子 ,其中 λ是任意的正数 ,而 I是恒等映像.

命题 1.2
[ 9]
　1)与 M相关的预解算子 JM, λ对一切 λ>0是单值的和非扩张的 ,即

　　‖JM, λ(x)-JM, λ(y)‖ ≤ ‖x-y‖ , 　　 x, y∈ H,  λ>0.

2)预解算子 JM, λ是 1-逆 -强单调的 ,即

　　‖JM, λ(x)-JM, λ(y)‖
2
≤〈x-y, JM, λ(x)-JM, λ(y)〉, 　　 x, y∈ H.

定义 1.3　一单值映像 A:H※H称为半连续的 ,如果对任意的 x, y, z∈ H,函数 t 〈A(x+

ty), z〉在 0处是连续的.

已知 ,每一连续映像必是半连续的.

下面的引理 ,在证明本文主要结果时是必须的.

引理 1.2
[ 12]
　设 xn 和 yn 是 Banach空间 X中的两个有界的序列 ,设 βn 是 [ 0, 1]中

的序列 ,且 0 <liminfn※∞ βn≤limsupn※∞βn <1.假设 xn+1 =(1 -βn)yn+βnxn, n≥ 0, 而且

　　limsup
n※∞

(‖yn+1 -yn‖ -‖ xn+1 -xn‖)≤ 0.

则 limn※∞‖ yn-xn‖ =0.

引理 1.3
[ 13]
　设 X是一实 Banach空间 , X

＊
是 X的对偶空间 , T:X※ 2

X＊
是一极大单调映

像 ,而 P:X※X
＊
是一半连续的 、有界的单调映像且 D(P)=X.则 S=T+P:X※ 2

X＊
是一极

大单调的映像.

引理 1.4
[ 14]
　设 X是一致凸的 Banach空间 , C是 X的一非空的闭凸子集 ,而 T:C※C是

一非扩张映像且有不动点 ,则 I-T在下述意义下是 “半 -闭的 ”,即:如果 xn 是 C中的一序

列 ,使得 xn x而且(I-T)xn※ 0,则(I-T)x=0.

在本文中 ,我们处处假定双变量的函数 F:C×C※R满足下面的条件:

(H1)F(x, x)=0,对所有的 x∈ C;

(H2)F是单调的 ,即 F(x, y)+F(y, x)≤ 0,对所有的 x, y∈ C;

(H3)对每一 x, y, z∈ C, limt↑0F(tz+(1 -t)x, y)≥F(x, y);

(H4)对每一 x∈ C, y F(x, y)是凸的和下半连续的.

引理 1.5
[ 15]
　设 H是一实的 Hilbert空间 , C是 H的一非空的闭凸子集 , F:C×C※R是满

足条件(H1)～(H4)的一双变量函数.设 μ>0且 x∈ H.则存在一点 z∈ C使得

　　F(z, y)+
1
μ
〈y-z, z-x〉≥ 0, 　　 y∈ C.

此外 ,如果 Tμ:H※C是由下式定义的映像:

　　Tμ(x)= z∈ C:F(z, y)+
1
μ
〈y-z, z-x〉≥ 0,  y∈ C , 　　x∈ H, (8)

则下面的结论成立:
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1)Tμ是单值的和强非扩张的 ,即对任意的 x, y∈ H,

　　‖Tμx-Tμy‖
2
≤〈Tμx-Tμy, x-y〉;

2)平衡问题(5)的解集 EP是闭的和凸的 ,而且 EP=F(Tμ).

2　主 要结 果

为了证明本文的主要结果 ,我们先给出下面的引理.

引理 2.1　1)
[ 9]
u∈ H是变分包含式(1)的解 ,当且仅当 u=JM, λ(u-λAu),  λ>0 , 即

　　VI(H, A, M)=F(JM, λ(I-λA)), 　　 λ>0.

2)u∈ C是广义平衡问题(4)的解 ,当且仅当 u=Tμ(u-μBu),  μ>0, 即

　　GEP=F(Tμ(I-μB)), 　　 μ>0.

3)如果 A:H※H是一 α-逆 -强单调映像 ,而 B:C※H是一 β-逆 -强单调映像.如果 λ∈

(0, 2α]且 μ∈ (0, 2β] ,则 VI(H, A, M)是 H中的一闭凸子集 ,而 GEP是 C中的一闭凸子集.　

　证明　2)事实上 ,

　　u∈ GEP u∈ C使得 F(u, y)+〈Bu, y-u〉≥ 0 , 　　 y∈ C

　　　　 u∈ C使得 F(u, y)+1
μ
〈y-u, u-(I-μB)u〉≥ 0, 　　 y∈ C

　　　　 u=Tμ(u-μBu) u∈ F(Tμ(I-μB)).

3)众所周知 ,每一定义在 H上的非扩张映像的不动点的集合是闭凸的.于是由命题 1.1

的 2)和命题 1.2得知 ,如果 λ∈ (0, 2α] ,则映像 JM, λ(I-λA):H※H是非扩张的.故由结论 1)

得知 VI(H, A, M)=F(JM, λ(I-λA))是 H中的一闭凸子集.类似地 ,如果 μ∈ (0, 2β] ,则由结

论 2)及引理 1.5的 1)得知 GEP=F(Tμ(I-μB))是 C中的一闭凸集.

定理 2.1　设 H是一实 Hilbert空间 , C是 H中的一非空闭凸子集 , A:H※H是一 α-逆 -强

单调映像 ,而 B:C※H是一 β-逆 -强单调映像.设 M:H※ 2
H
是一极大单调映像 , Tn:C※C

是一非扩张映像的序列 ,且 ∩
∞
n=1F(Tn)≠ .设 S:C※C是由式(6)定义的非扩张映像.设 F:

C×C※R是一双变量函数 ,其满足条件(H1)～ (H4).设 xt 是由下式定义的序列:

　　xt=SPC[ (1 -t)JM, λ(I-λA)Tμ(I-μB)] xt, 　　t∈ (0, 1), (9)

其中 Tμ:H※C是由式(8)定义的映像 ,而 λ, μ是两个常数使得 λ∈ (0, 2α), μ∈ (0, 2β).如

果集 Ψ F(S)∩ VI(H, A, M)∩ GEP≠ ,其中 VI(H, A, M)和 GEP分别是变分包含问题(1)

和广义平衡问题(4)的解集.则存在 x
＊
∈ Ψ, 是下面的二次极小化问题的解:

　　‖x
＊
‖

2
=min
x∈ Ψ
‖x‖

2
, (10)

而且由式(9)定义的网 xt 强收敛于 x
＊
∈ Ψ(当 t※ 0时).

证明　(Ⅰ)先证网 xt  C是适定的.

事实上 ,对每一 t∈ (0, 1)定义一映像 Wt:C※C如下:

　　Wtx=SPC[ (1 -t)JM, λ(I-λA)Tμ(I-μB)] x, 　　x∈ C.

由定理的假定 , λ∈ (0, 2α), μ∈ (0, 2β).故由命题 1.1的 2)、命题 1.2、引理 1.1及引理 1.5

得知 ,映像 SPC, JM, λ, I-λA, I-μB及 Tμ都是非扩张的.从而有

　　‖Wtx-Wty‖ ≤(1 -t)‖x-y‖ , 　　 x, y∈ C, t∈ (0, 1),

这就推出对每一 t∈ (0, 1), Wt:C※C是一压缩映像.由 Banach压缩映像定理 ,存在唯一的不

动点 xt∈ C使得 xt=Wtxt.

(Ⅱ)现在我们证明序列 xt 是有界的.
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令

　　ut=Tμ(I-μB)xt;yt=JM, λ(I-λA)ut, 　　t∈ (0, 1). (11)

取 z∈ Ψ, 于是由引理 2.1得知

　　z=Tμ(z-μBz)=JM, λ(z-λAz). (12)

因 Tμ和 JM, λ都是非扩张的 , A和 B分别是 α-逆 -强单调的和 β-逆-强单调的 ,于是由命题 1.1,

有

　　‖ut-z‖
2
=‖Tμ(I-μB)xt-Tμ(z-μBz)‖

2
≤

　　　　‖(I-μB)xt-(z-μBz)‖
2
≤

　　　　‖xt-z‖
2
+μ(μ-2β)‖ Bxt-Bz‖

2

和

　　‖yt-z‖
2
=‖JM, λ(I-λA)ut-JM, λ(I-λA)z‖

2
≤

　　　　‖(I-λA)ut-(I-λA)z‖
2
≤

　　　　‖ut-z‖
2
+λ(λ-2α)‖Aut-Az‖

2
≤

　　　　‖xt-z‖
2
+λ(λ-2α)‖Aut-Az‖

2
+μ(μ-2β)‖Bxt-Bz‖

2
. (13)

于是有

　　‖yt-z‖ ≤‖ut-z‖ ≤‖xt-z‖ . (14)

由式(9)和(14)得知

　　‖xt-z‖ =‖SPC[ (1 -t)yt] -SPCz‖ ≤‖(1 -t)yt-z‖ ≤

　　　　(1 -t)‖yt-z‖ +t‖z‖ ≤(1 -t)‖xt-z‖ +t‖ z‖ , (15)

即

　　‖xt-z‖ ≤‖z‖ , 　　 t∈ (0, 1).

这就证明了 xt 是有界的.故由式(14)得知网 ut 和 yt 也是有界的.记

　　M= sup
t∈ (0, 1)

2‖z‖ ‖yt-z‖ +‖ z‖
2
+2[ λ‖ut-yt‖ +

　　　　μ‖xt-ut‖ +‖yt‖
2
] <∞.

 现在证明

　　
lim
t※0
‖xt-ut‖ =lim

t※0
‖ ut-yt‖ =lim

t※ 0
‖ xt-yt‖ =0,

lim
t※0
‖xt-Sxt‖ =0.

(16)

事实上 ,由式(9)和(13)有

　　‖xt-z‖
2
≤‖(1 -t)yt-z‖

2
=‖(1 -t)(yt-z)-tz‖

2
=

　　　　(1 -t)
2
‖yt-z‖

2
-2t(1 -t)〈z, yt-z〉 +t

2
‖ z‖

2
≤

‖yt-z‖
2
+tM≤

‖xt-z‖
2
+λ(λ-2α)‖Aut-Az‖

2
+

μ(μ-2β)‖ Bxt-Bz‖
2
+tM, (17)

即

　　λ(2α-λ)‖Aut-Az‖
2
+μ(2β -μ)‖ Bxt-Bz‖

2
≤tM※ 0　　(当 t※ 0).

由定理的假定 , λ∈ (0, 2α)和 μ∈ (0, 2β), 故有

　　lim
t※0
‖Aut-Az‖ =lim

t※ 0
‖ Bxt-Bz‖ =0. (18)

由引理 1.5的 1)及式(9),有
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　　‖ut-z‖
2
=‖Tμ(xt-μBxt)-Tμ(z-μBz)‖

2
≤

　　　　〈(xt-μBxt)-(z-μBz), ut-z〉 =

　　　　
1
2
‖(xt-μBxt)-(z-μBz)‖

2
+‖ut-z‖

2
-

　　　　‖(xt-z)-μ(Bxt-Bz)-(ut-z)‖
2
≤

　　　　
1

2
‖xt-z‖

2
+‖ut-z‖

2
-‖(xt-ut)-μ(Bxt-Bz)‖

2
=

　　　　
1

2
‖xt-z‖

2
+‖ut-z‖

2
-‖xt-ut‖

2
+

　　　　2μ〈xt-ut, Bxt-Bz〉 -μ
2
‖ Bxt-Bz‖

2
. (19)

简化后 ,即得

　　‖ut-z‖
2
≤ ‖xt-z‖

2
-‖xt-ut‖

2
+

　　　　2μ〈xt-ut, Bxt-Bz〉 -μ
2
‖ Bxt-Bz‖

2
≤

　　　　‖xt-z‖
2
-‖xt-ut‖

2
+2μ‖xt-ut‖ ‖Bxt-Bz‖ ≤

　　　　‖xt-z‖
2
-‖xt-ut‖

2
+M‖Bxt-Bz‖ . (20)

类似地 ,由命题 1.2的 2)和式(9),有

　　‖yt-z‖
2
=‖JM, λ(ut-λAut)-JM, λ(z-λAz)‖

2
≤

　　　　〈(ut-λAut)-(z-λAz), yt-z〉 =

　　　　
1
2
‖(ut-λAut)-(z-λAz)‖

2
+‖yt-z‖

2
-

　　　　‖(ut-λAut)-(z-λAz)-(yt-z)‖
2
≤

　　　　
1

2
‖ut-z‖

2
+‖yt-z‖

2
-‖(ut-yt)-λ(Aut-Az)‖

2
=

　　　　
1

2
‖ut-z‖

2
+‖yt-z‖

2
-‖ut-yt‖

2
+

　　　　2λ〈ut-yt, Aut-Az〉 -λ
2
‖Aut-Az‖

2
. (21)

简化后 ,即得

　　‖yt-z‖
2
≤‖ut-z‖

2
-‖ut-yt‖

2
+

　　　　2λ〈ut-yt, Aut-Az〉 -λ
2
‖Aut-Az‖

2
≤

　　　　‖ut-z‖
2
-‖ut-yt‖

2
+2λ‖ut-yt‖ ‖Aut-Az‖ ≤

　　　　‖xt-z‖
2
-‖xt-ut‖

2
+M‖Bxt-Bz‖ -　　(由式(20))

　　　　‖ut-yt‖
2
+M‖Aut-Az‖ . (22)

由式(17)和(22)有

　　‖xt-z‖
2
≤‖yt-z‖

2
+tM≤

　　　　‖xt-z‖
2
-‖xt-ut‖

2
-‖ut-yt‖

2
+

　　　　M[ ‖Bxt-Bz‖ +‖ Aut-Az‖ +t] ,

即

　　‖xt-ut‖
2
+‖ut-yt‖

2
≤ M[ ‖ Bxt-Bz‖ +‖Aut-Az‖ +t] .

上式与式(18)一起表明

　　lim
t※0
‖xt-ut‖ =lim

t※0
‖ ut-yt‖ =0, lim

t※0
‖xt-yt‖ =0,
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　　这就完成定理 2.1的证明.

在定理 2.1中如果 T=Tn,  n≥ 1, 则下面的推论由定理 2.1即得.

推论 2.1　设 H是一实的 Hilbert空间 , C是 H中的一非空的闭凸子集 , A:H※H是一 α-逆

-强单调映像 , B:C※H是一 β-逆 -强单调映像.设 M:H※ 2
H
是一极大单调映像 ,而 T:C※C

是一非扩张映像且 F(T)≠ .设 F:C×C※R是一满足条件(H1)～(H4)的双变量函数.设

xt 是一由下式定义的序列:

　　xt=TPC[ (1 -t)JM, λ(I-λA)Tμ(I-μB)] xt, 　　t∈ (0, 1), (34)

其中 λ, μ是两个常数 , λ∈ (0, 2α), μ∈ (0, 2β).如果集合 Ψ1 F(T)∩ VI(H, A, M)∩ GEP

≠ ,则存在 x
＊
∈ Ψ, 是下面的二次极小化问题的解:

　　‖x
＊
‖

2
=min
x∈ Ψ1

‖x‖
2
, (35)

而且由式(34)定义的网 xt 强收敛于 x
＊
∈ Ψ(当 t※ 0时).

在定理 2.1中 ,如果 M= δC:H※ 2
H
,其中 δC:H※[ 0, ∞] 是 C的指示函数.则变分包含

问题(1)等价于变分不等式(3),即 ,求一 u∈ C使得

　　〈A(u), v-u〉≥ 0, 　　 v∈ C.

又因 M= δC,这就证明了 JM, λ =PC.因此 ,我们有下面的推论.

推论 2.2　设 H是一实的 Hilbert空间 , C是 H的一非空的闭凸子集 , A:H※H是一 α-逆

-强单调映像 ,而 B:C※H是一 β-逆 -强单调映像.设 M = δC:H※ 2
H
, T:C※C是一非扩张

映像 ,且 F(T)≠ .设 F:C×C※R是一满足条件(H1)～ (H4)的双变量函数.设 xt 是由

下式定义的序列:

　　xt=T[ (1 -t)PC(I-λA)Tμ(I-μB)] xt, 　　t∈ (0, 1), (36)

其中 λ, μ是两个常数 , λ∈ (0, 2α), μ∈ (0, 2β).如果集合 Ψ2 F(S)∩ VI(A, C)∩ GEP≠

 ,其中 VI(A, C)是变分不等式(3)的解集.则存在 x
＊
∈ Ψ2 ,是下面的二次极小化问题的解:

　　‖x
＊
‖

2
=min
x∈ Ψ2

‖ x‖
2
, (37)

而且由式(36)所定义的网 xt 强收敛于 x
＊
∈ Ψ(当 t※ 0时).
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Abstract:Thepurposewasbyusingtheresolventapproachtofindthesolutionstothequad-

raticminimizationproblem:minx∈Ψ‖x‖
2 , whereΨwastheintersectionsetofthesetofsolu-

tionstosomegeneralizedequilibriumproblem, thesetofcommonfixedpointsforaninfinite

familyofnonexpansivemappingsandthesetofsolutionstosomevariationalinclusionsinthe

settingofHilbertspaces.Undersuitableconditionssomenewstrongconvergencetheoremsfor

approximatingtoasolutionoftheaboveminimizationproblemwereproved.
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